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{2 Дав фобии комплексных чисель и зволетрическов 


представланфе их, 


Ввражен1е /-1 називается ннимЕНТ и обозначается буквою 1. 
Оно. обладаеть тВиз свойствомъ, что квадрать его = `-1. Изф ра- 
венства 1“=. -1 слёдуетъ: 


я (Пан, Иа 


и т.д. ВФ тот же порядк, вообцс 


зак 


. .4 
1 = 1, 18 = 


=ь 


гад К - число цВлое, положительное ила отрицательное. 

Пусть аи 5 будуть вецествеяния чиолаутогда вырашензо зн- 
даа + 04 оудетъ-вазнываться комплексный чясломь, причент а на- 
зыввется вецественною частью, а 51 - мнимой, 

Повожен1е. Кокплексное число а + 51 ча, + 1,1 тогда, и 
только тогда, ооли отяФльно ача из Ь.. 

Въ частности а + 61 = 0, если а Они = 0, позону что 
нуль можно предотавить въ видя О +0.1 720. 

Вудемф$ а+{1 называть первой формой комплексных ча- 
сезь; покажешь, что всякое комплексное число можно представить 
въ другой форы\, а именно: 


вто = #008 0 + 1 09). 


Здвоь г, число положительное, называется нодуленъ комилекскаго 


числа, 83 - аргументомь. Раскрывая скодкв, получиит: 


в +61 = г боз д + т.к 548; 


согласно положен[ имЗемь; 


пене нянненннния Чисяь 1, 


КУРСЪ "ВАСИВИ АЛРЕВУ НИ пройе 44 4, АДАНОВАь 


а=г Со8 8 Бек 51а, 
откуда 
а? = г°б05"0  Б? = г*З1 079 


й по слозеваи; 
а? + ре = га (Сов + 3109) = г 


2 


Отсюда: 


31; сумма ихь квад- 


ратовъ равна 1, <авдовазельно, услов1я для 518 9 и Соз 9 всег- 
да даютЪ возиожность вайти 9 Изь тригонометрЁи известно, что 
вс углы, ныфющ1е одинаковня тригонометрическ$я величины, пред- 
оставляются фориулой 

9+2 , 


гдВ 8 одинъ изъ этихъ углов, а К - число нёлое, положительное 
или отрицательное. За 3 условинся принимать. наименьшАЙ изъ уг- 
хавЪ по абоолютному значению, т.в. уголт, опредёляемый  нера- 
ванствомь 953 < 4к. Теперь покажеиь, что давныыъ З1а 0 и 
Сов 0 соотв тствуеть только одинз опреджленный уголь Э мехду 9 
и 3к. Въ саыомт дёдф, въ зависимости отъ знаковая з и Б иыфемъ 


2>0, 0б059>0 2<0, б083<0 
Ь> 0, 511020 >20, 81100 
9 въ 1 квадрант8 Э во 1 хвадрантв 
а <0, 0558 <9 220, 0080>0 


Ь <0, $119 <0 ь <0, 5408 <0 


9 въ 111 квадракть 9 'вф [М квадрантв. 


Отсюда мы видимЪ, что для всякаго“конилеконаго чрола су- 
ществует® лишь одинъ аргумента 9, заключенный между О и 25; 
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вс остальныя значаня аргумента будуть 9 + В. 
Чтакъ г(Соз'9 + Е 311 9) есть вторая фориа конилекснаго 
числа; обозначивь ее символомъ (2) можеиъ написать, что 


(г)з = чеки 


1-ыа прихьбъ. Пусть дано комплексное чиоло 1=а+61, 
требуется представить эго во Второй форм. Зд®сь 


а=1, 6=0, га +87 + 08 


2-й. 1 = а+01 


а= -1, Ь=0, = =1 
Со = -1, 343 =0, Э=н+ 35 = (26 + 1)к 
Е = (1) (ак +1) к 
5-1. 11а164. 
=1 


а=0, ь=1, са = 


к . 
бо59=0, ид, 9 =. 5 + зн 


а=9, = -1, са ча 1 


бов 9 з9, п =-1, 9= > + Зл. 


1 = инь акк ° 
2 


1+1= (9 ж.кя 


6-й. 1 +1чатЬ: 


нет, чая, он * кк 
1-1 акт 


3-13 кака 
ч 
Комплеконое число 
а+Ы = г(б08 6 + 1 311 9) = (убзаки 


можно представить геометрически; для этого возьмемь дв вадим“ 
ко-перпендикулярныя оси ОХ и 0У. Для побтроеная  комплеконаго 
„Знола, въ извфотномь масштво? откдадываем в на осй ОХ вправо 


от 0, воли з > Э и ваёво, если а < 0; Ь на оси 0% вверх отЪ 
0, воли о > Он внизь, вели ь <9. Черезъ полученния зочки про- 
Воцимъ прямвя, параллельныя осямъ координать. Боли отложить на 
ОХ отрёзки а = 41 и на ОТ Ь = +1, то точки пересёчен1я этих 
прямнхъ М., М», М. и М, - суть 
геометрическая *представленя 
комплеконыхь чиселв 1) 1+1, 
2) 1+1, 8)-1- 1и4)1- Е, 
Воббще, если точка М-съ коордиг 
натами (2,2) будеть  представ- 
лять комплэксное число а + БЕ, 
то окахетоя 

Ом = Иа” + Ь* =к (модули) 
Угол, который мы получим, в0- 
ли отъ. оси Ох`будень двипатьса 
обратно чабовой стр®лк® до 
встрёчи съ ОМ, будатъ равенъ ар- 
гументу 9. 


92. 
Сложенв и вычитанв комплексных чисвлт. 
Пусть требуетоя найти сумиу коиплеконыхь чиселъ 
(а: +:1) + (а, + 5,1) *.....* (ад * 611) = А+ В. 
Сукиа комплеконнхъ чиселф опредёляется кавъ новое комплексное 
число ‚ въ которомъ 
даа фа т+.... Та и Вы ЖЬ *..,., Вы. 
Употребляя вторую форму комплексняхъ чисель, получимт: 
ее * (73, не * ви * (№, 

тогда согласно опредёлен4ю иибень 
В (оз эчг, боз д, + к, б08 0, *.... + Гр 608 9п а) 
В пд =г, Ва 0, + г» 5100, *.... * Та ЗЕ а 


Теперь покажем, какф находится сумна комплеконияь 
геометрически. Пусть намв дани 4 коиплеконияе числе, изобраяа- 


чисеёлъ 


выыхъ точками М,, Ма, Мо и Ма. 
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Вроводимъ изъ точья О прямую Оа, || 0М,, изъ точки а - 
прямую 8.25 НОМ, и изъ точки а, - прямую аза, | ОМ,. Точка а, 
воть сумма даннихз комплексныхь чисела, Оа, - вя модуль, уголь 
ХОа, - ея аргунентъ. 


Действительно, изъ аналитической геометр1и извЪстно, чо 
проэкв1я замыкающей стороны многоугольника на любую ось равна 
сумы проэкц1й соотавляющихь сторонъ на ту же ось: 
8'Со5 9'= г.боз В, + габ0в 9, + г.С08 0. +.,.* гроз 9и.,..(2) 
Зачмёчая далее, зто углы съ 97 будуть соотв\тетвенио равны 9, -— 
90°, 9, - 95°, 8, - 90°..., проектируемт на ОУ: 

Ка 0'= г,511 9, + г2ЗЗ и 9; * ГоЗ1а 0% +...* грб2а 0и....(2). 

Мн заийчаемь, что правня части равеяств® (1) и (8} равны; 
олЪдовательно, равны и л%выя, т.е. 

В' 005 9 = В 6030 и Ва 0’ = В п 0. 
Возведя въ квадрать в сложивз 068 части равенствь, получим! 
82 = В* или В’= В, 
такъ какъ В' и В положительна, 
Ол довательно, 
(о 0' = 050, $400’ = $009, д’=9, 
т.е, наше построенйе врно. 

Если мы назовень отр&зки ОМ,, ОМ, и т.д. векторами 6001- 
ифтстаунцихь комнлаконыхь чисель а, + 5.1, а, + Б.1, а, + Б{ 
я т.д,, то наше построен1е легко выразить словами такъ;  век- 
порз суммы кохпленоныхь чиселъ звометричвени предотаванемоя за- 
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мыкаюфихь бокомъ таното мнозоузольнииа, соспавляючая коиорочо 
суть ввижори састаекыхь чисвлъ. 


Заннкающая прямвя короче всякой ломаной, олздовательно, 
Аг. * гр *..., + Г 
(равенство возножне только тогда, когда во№ слагаемья  ныфоте 


одииЪ и тоть яв аргументь). Это свойство замнкающей вуража- 
@тея теоремой: модуль сумин не больше сцнин модулей. 


Захьчан1е. Числа 2+ 11 на- В называются сопряженными 
коиилекоными числами, сумыв ихъ всегда вецествении и равна За, 
что нетрудно показать геометрически. 


Выцитанав комплексныхь цисель. Положииъ, что требуется най- 
тв разность двухъ комилексныхъ чиселъ: 
а, + 6:1) — (аз + ог) я А+ ВЕ. 
Цо опредЪленаю разности Сразцостью назвваетоя такое числа, но-+ 
тороё будучи сложено съ вычитаемымь, даетъ уненьшаемов) цент: 
{АЖ ВЕ К ь, + вы * В, 5, 


Но по опрадёлен\ю аложен1я комилаксныкь чиселЪъ 
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Ата, за и В*Ь = Ь,. 
бафдовательно, 

Ата - а 1 В=Ь-Ь,, 
т.е. ддя нахожден1я разности вичитають отдёльно вецественныя и 
ынимыя частя. Факимф образомыъ, взявЪ вторую форму комплекснихь 
чиселф, изъ равенства 

У: - (та), =. (В), 

находииъ 
8 (оз @ + г.3ов 6, - г,008 9. и В Зи 0 = г.511 0, - к,3119.. 


Реомвтрическое предетовленае разности, Чтобы ваполнить но- 
строен1е. разности, разомотримъ комилекеное число (гг) ри 

Имземв 

(го) ак = г.[603(9, + п): * 1 Зара, + п)] 
= -г2(С08 9; ТТ Ви 9, =. (га), . 
поетому 
(99 = С.) 5, ы ет 

и, олфдовазтельно, разность компленоныхь чисель 0, я (5, 


приводится къ сумы 
7.) о, и Садик 


(>) 


ых | 


Завниь. образомт, д5я пострознфя разности двухъ конпиеконьхь чи“ 
$841, Нужно построить сумму уменьшаемаго-и другого коипавксна“ 
9 Чисдя, воторое предотавияотря" тозкой, симметричной относи": 
зельзо начела 95 точкой; изобранаицей ‘вычитаенов, 
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Й въ этом случай 
ВЯ г, тг, изба гр г.. 
{Равенство бываетъ возможно при одноиъ и тоиъ же арпументй во 
второиъ случа н при аргументахь, отличающихся на п вз первомъ 


случай). Слёдовательно, модуль разности не бол%е сумыы модулей 
и. не мензе ихъ разности, 


$ 3. 
Уннотвне и дваенфе конпленоныхь чиовлъ, 


Пусть даны два комплеконыхь числа а, +*Ъ,1 и а, *Ъ)1, 
требуется найти ихь произведензе 
(аа + Ъ,1) (а) + вы) = А+ В. 
Произведенявыь комплексних® чноель называется таков Новое ком- 
плексное число, которое получинъ’ слЯдующим® обравомв: переино“ 
хаемь данныя числа, какъ двучлены и в$ произведенаи пралимаенъ 
17 = -1. Обозначивт вещественную часть черезь &, а  кооффиц:- 
онть при 1 ‘через В - получимъ 
(аа, = Б,0,). + 1(6,а) + з.6,) = А + В1. 
Озкуда 
А=а,а, - 6,5, и Вер,а, +а,Ь, ..... (1). 
Веремъ вторую форму тВхв.хе комплексных чисель и полагая 
г... (Ка, * (в 
инфемт: 
а, = г:005 0., а» = г.Сов 0,, А = В Соз 9 
Ба = 1,5168 9., Б› = г,За 0», В я В 56. 
Подотввив® в формулы (1) значентя 4, В, а., Ъ;:, а, В», полу 
ЗимЪ 


В 008 8 = г,г„б058, 6099, — г.га3100, 5100, я г:г»б08(9, + э.> 


и 


Г.Г 51019, + 9,} 


в 


8 310 9 = г.г. З0, 6980, * г.г,5108; 0059: 


Ятакъ 
В без д = г, гз 6088; * 9з) ... (8) 


`В З3п д = г, К» 310, + 0,) 


Возведя въ квадрать 06% чзоти равенства {2) и сложивъ ихь по- 


и 
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зазнно, повучиме: 
Ва и ВЕ г, . 

Воли В= г, г,, то 

Соя 8 =. (059, + 4,), Зв 9 = 518, +80,), @=0, +09, + 2, 
Отенда жеорена: модуль. произведения равенъ проиаведено чо- 

дулей, а аргументъ произведен:я равенъ сумиЁ аргументовъ иноки- 

ыаго и множитван; точнёе, аргуменхъ произведея1я отличается отъ 

сумын аргументовь ынохимаго и множителя на кратное к .Воли намь 

даны три комилексныя числа, 20 мы сначала перемножимь два „изъ 

нихъ и полученное произведен{е помножимъ на третье число 


тэ, Саа, = (7..2) 0,49, (Гз)3, =: та, 40.40. 
Отбюда, обычныие онособомт переходя отъ (п-1) къ в, заключаем, 

что при любомъ числ® иножителей модуль произведентя равенъ пра- 
иззведея\ю иодулей, а аргументь произведен1я. равенъ сумы аргу- 
ментовъ иножителей, 


Зажъченте. Произведен!е двухф комиленснахь сопряженнихе. чи- 
селъ равно квадрату ихъ общаго модуля. 
(г) = г(боб 9 + 1 Вр 9) 


г(бо$ 9 - Е Зи 9) 


н 


(=) 5 
(ев. (2-5 = х*(бо8 9 + 1 511 9) (08 9 — & 511 9) = г", 


иди проще 
(г). (7). ы (29-9 Ы (ге) = г, 


Дьленз9 компавконихь чиоель. Пусть требуется кайти частное 
сть дфлен1я 2-х» комнлексиыхь чисель 


Частное опредзлавтоя хакъ такое навое комплексное Числа, кото- 
‚рое удовлетворяет услоя}ю 

{А+ Ва, * В.) за, * Б. 4, 
т.е., будучи умножено на дфлитель, дает вт произведенАи дфая- 


мое, 
Пронзведя въ лАвой части умнойен1е и приравнивая отдёльно 
воществениня в ивицыя часян, имЪвмь: 


Аа» - ВЫ, = а, 
АБ» + Ва = в,, 
Откуда й аа + В: 02 а - 25. 
а + ьа 22 + 52 
Итаь 
В аа т Ьа , | Ва — аа 
а, + 6,1 ая + ь а + 62 у 


Послёднюю формулу мы получныъ окорзе, воли числитель и вна- 
мвнатель выражен1я 


помножимь на число, сопряженное съ знаменателемт, 1.6, воино- 
жиыз на выражена а; - 021:' 


а: +Ъ,1 _ (а. 
а + Б,1 
аа» + 5.6. . 
+ 52 
Вапримёръ: ы 


1-1 а-зоа-о. _ 1 
+1 (2+1)2-0 5 5. 
Разсыотрииь дёлен:е 1$х% хе конплеконыхь чисель во второй 


форм: 


Такъ же, какь и раньше, нибвиъ 

(а -(г:5, = (г. ,, 
откуда 

(бе) оно, = (Го, 


В тяг и 
* * й 218 в она, -6,, 
9+9, = д. 


г.в, модуль частнаго равен частному модулей “двлимаго и дёли- 
теля, а зргументь частнаго равенъ узаности аргументовъ дёлния- 
го и д®лятеля. 
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$4. 
Возвывенфе конпленснато числа. 6% утмую и положц- 


@вльную стапань. 


Обтенень есть проиэведенае п равныхъ множитеней, олвдава“ 
тельно: 
ПП : : : 
(аз 1) °= (а+ Б1)(а + 61)... (а + Ь1) 
—_—_“м — 
п иножителей 
. а 
Согласно опредёлен1ю произведен1я, чтобн. получить (а+61) = 
= Ат В1, возвышаемъ въ степень данное комплекеное число какъ 
обакновениый двучлень и зам нявыт 


=, Ра, рва а... 
"а вы а н абы + т а* (61° + ..., 
нь + т ар + (51) = д + В, 
зай _ сь ай + аа а... 
ведать - рев 21°»... 


При взорой форыВ комплексвыхь чиселъ, получаемъ: 


оедаГА = (о до е.-тРо = дь = (89 


а раз 


8 =, го; 6 = п... 


Модуль п-й степеви комплекснаго числа равняется п-й степени мо- 


дуля, а аргументь 0-й степени коцплекснаго чиола равняетея п - 
кратному аргументу основан! я. 


Приложен4е 1. Вьражен1е з1145'а и созфпиз'а кратной дуги 
черезь степени зфпоз'а и соз1пав‘а проотой дуги- 
Мы знаемь, что 
Ге)" я ле 
ман п а 
[Е(бо8 9 + { 541 0)] эг (008 00 + 4 З48 п0) 
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Даля 068 части равенотва на го, нывемь: 
{Сов 6 + АБ 6) = Соз пд + 1 Бля пб. 


Зослёдняя форнула носить назван1е формулы Иосера, 
Возьмемт нвеколько частныхь примёрове 


о=2, 


Съ одной стороны инземз: 
(оз 0 +1 510 3) * = (05 29 + # 511 29, 
а съ другой - 
(605 0+1 311 9)? = (0829 + 41 0 боз д — 31120, 


откуда 
Зо 29 = 6059 - 541179 


З1а 29 = 2 331 6,095 8. 


(бод + 4 510 8)° = Соз 39 + { 341 38 
(Сова + 4 510 8) = 
= 60379 +3 6059.1 3418 + 8 бов 94 За 9) + (1 ви 9)° 
откуда 
Соз 39 = боз9 - 3 С05 3 5100 = (0589 - 3 Сов 941 - С0878) = 
= 4 605°0 - 3 605 8 
Зал 39 = 3 60370 5109 - 81079 = 5100 (3 -8310°0 — 84020). = 
=. 3 910 -4 5119. 
Обращаемся къ общему случаю 
бов 9+1 511 п = (Сов ож р За 6)° 


Вызентъ | 
(бов ежа т 9) = бов" 9 + : бозй"* 944 341 в) + 
2-1) вп (з зап 9)" + та ПР бов 201 54а 2)? 


7 9 (1 5 0)* 


пб) -2) 2-97 (0-4 2 .9-® о Ца уаю 0)" + 


ны 


1.2.3.2.5 
_ й 
р Н бов 9 А те № + М мае). 


= 36 - 


откуда 
(1)... оз пд = Соз? а - ты Со"? 9 510? а + 


+ с бов * эмша-.... 


и(в-1)(п-2) 0-3 3 
1;8``608 8 31130 +... 


Разсыатривая фориуль (Т) и (11) момемъ высказазль слфдующее 
правило: 

Для косинусв; 1) знаки + и - чередуются; 2)нужно орать би- 
номинальные козффиненты черезъ одинз, начиная съ 1, 3} сумма 
показателей с031043'& вн 51115'а равна п; причвыъ показатели со- 
31045'а, начиная оЪ п, убеваюте на 2 единицы, а показатели з1- 
выз'а, вачнная 0$ 0, возрастають на 2 единици. 

Для винува; 3) Знаки чебодуюеся, 2) вужно брать биноизаль- 
ные коэффиценты черезъ одинъ, начиная съ т 3} сумма показа- 
елей з1иа5'а и соз1паз'а равна п; причем показатели соз1п4з' а, 
начиная съ (1-1), убываютъ на 2 единицы, а показазели 51115'а, 
начиная с5 1, возрастають на 2 единиць. 

Зти дёйсзвая ны продолжаеме до т%хъ поръ, пока слзепени со- 
31195'а остаются положительными. , 


(Г)... ва = н 6031" *9 Зап = 


Пруилокви4в 2, Пеорейценъ къ рзиен1ю вопроса, образнего по 
характеру. Найдемъ выражен! е. степени 31013'а или соё1пиз'а про- 
стой дугн черезъ 31195'Н и 6051148'ы кратянхь дурз; 


Ноложныз: 
бод +1 Бони 


бо 9 - 1 Ма д=у. 
Отсюда сейчась же получавит: 
2 бон цу; 21 поз и-у; ча Т, 
Теперь разомотриыь выраженуя 
бо пот т од = (бов @ +1 За вн ий ...,. (а). 
боз па - 151 ив = (508 9 - # ие) = я ..... (6). 


Справедливость послёдняго равенства видиа изъ того, что изЯвъ 
эъ 1-й формула (-0) выбото 6, имфемъ 


бов(- 3). + 1 Зп(-п 9) = [008(-9) + 1 51а( -6)1 1, 
или 


и 


09 9-1 ии = (6088 — 1 311 69}1, 


Изъ равенстве (8) и (Ь) слёдуетв, что 


2 боз паба ий + уе 


21 Ча пони - уп, 
Начнеиь съ частныхь случаавь: 


п=3. 


2+ За*у 
з 2 
У + Зу 


(2 605 а)* = (и+ч)° = 


ткуда: 
©0836 =. 7, без 30+ 7, 0089. 
Подобнымь образом 
(24 540 9)? я а-я 
|... + Зы? 


це 
= Зи 


я 


откуда сокращая на 21:. 
$, 
31089 =, -7, В1а 30 + 7, 5108. 


в-4. 


{20с8 в)’ = Сия) = | шие из унво?уй 


. +у*+ 40 = 4003 49 + 8508 
откуда 
8 С05*0 = 005 49 +4 005 29 +3. 
ИЛИ 
б05*8 = 4 (05 48 +7, 005 20+ 9, 


Ца Зав бд ониу ча | п* фоны 


у -4ау 
Сокращая на 2 получавыъ: 
8 340*°09 =, Соз 40 — 4 05 29 + 3 


или , з 
3100 = № Сов 46 - 7, Соё 6+ М. 


06щ1з формулы будуть зак1я: Х 


четн: ыя 


п(0-1) 


23° “бов = бов п + т боба — 208 + “зе бов — 48 +. 


КУРОЬ "БИСИВЯ АЛГВЕРЯ" Проф. 4. А, АДАКОВА+ 


(43+ у?) + Зи (и + ч)= 
2 боз 39 + 3.2 б05 в 


а 9; - Зоо - ура 
21 Б4и 39 - 3.21 бт 0 


Е 


89 +5 


= 2 Соз 48-4.2 Сов 29 + 5= 
= 2 Соз 49-8 боз.30 + 68. 


„Чисиь @. 


а 


№ - ночетное. 


2760579 =, боз 09 + т Сов(п-2)0 + р Сез(и-4)0 +... 
п(а-в.... в,3 
«4.» * г — вт Сов 8 
в 8 1 
Еы : #(а- 
(5 3125 = 9 в0 - Е 11-2) + ища -... 


„+ {0 


Дриложзие 9. Пусть намт даны дв сумы: 
91 =1+ 30$ 8 + С05 29 + Сов 39 +..,. + Саз(в-1)8 
= Зо 0+ т 29 + 54а 39+ ........ * 610-10. 
Да вычислен1я ихъ составных кохпавкеное чизло 
Ри +19. =1*+ {05 0 + 18400) + (Сов 29 + 1 З4и 20} + 
+ (бов 39 +1 54а 39) +.... * [боз(в-1)0 + 3 5за(и-1)60] 
Зоозначиые, пакъ это мн далали в ральше 
Сов 9+ 1 Вт д = 1. 
Тогда по формул Моавра 
Соз 29 + Е Зап 39 чи 
Со 39 +1 Зо 30 = и" 
Соз 40 + 1 311 49 


& 


4 
м 


бов Те гб в 9 = ой" 


Завдмь образохь 


Ро ати ни ++ ма" = 


или,ПОмнохив® Чисантедя и зивмекателя на число, оопряженяое . с 
знаменателена, т.в. на (1 - боз о + 1 508): 


05 9+2 54а 0) 


в 


„[(126088}(1-С096} +51 118. 3109] +1 11-20319 25119-31088 (1 


1 6089) 
©тсвда: 
Ра = 
841 - 055 8). 
(1 - Соз 9) - Соз п@ + Сов 90 Соз 0 + 51п пб 51 9 
Е бо м 


+ Соз(в - 2: 


= 1+ (08 8 + 005 20 + ..,..+ Соя(ш = 1)8. 
Вачитая изъ обфихе частей равенсува 19 7, получавуит: 


8 ов 9 + Сов 20 + Со5 36 + ,.,, +.Сов(а — 139 = 


Точно также находние выраженце_ для 91: 


{1 - 08 в0)51а 0 — 511. ‚.98 {1 -- 08.0) „ - 
968 6) 


+ 331.00 бов 9 _. Я4а 20 _ 
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10 09+ 5100-1790 _ 
ЗС - 6088) 


$ 5. 


Взелененте корней изъ нонилеконыхь чиселъ, 


Коряемъ п-ой стеленя изф конолекенаго числа назынается та- 


Г Р)оо+аКи = (825, которое, будучи воз- 


кое ксиплексное число 


вышено въ степень п, дасть подкоренкое количество. 
Сладовательно: а 
[4822] = (г) азлякк . 
Ло свойству степени 
бо" = (Ва, 
слвдовательно 
(“) 09 = (Р2оозаки › 
в отсюда 
В = 0=60, + 4; 
закниъ образомъ выходит?: 
ел 


. 
т, е. К есть арифиетическое значен1в корня ц-ой степени изъ мо- 
дуля подкоренного, такт какъ модуль всегда число положительное, 


ы 90 + 2 


в, 


р 


Зофя Е можеть быть любыиЪ цВлниь положительным чиоломъ, во 
$ иызеть только в различныхь эначен1й, соотвётотвующихь 
кК-=0, 1,1, 3, 4, „... (ит), 
именно: 


и г Г а 
Что #8 касается значений: 
К=в, 2+1, 1+2...., 
зо соотвётотвенныя эназчен1я 9 будутз: 
э |: 
9 = 2 +2; + -- + 2; ++ щ;..... 
Г в п 2 Ё 
т.е. эти аргументы отличаются. охь предидущихь на Ви или крат“ 
ное 2к, а потому комилексныя числа осленутся_тВ. же. 

Такииъ образонъ корень п-ой степени изъ коиплекснаго числа 
иубеть п различныхь эначен1й; ис® эти значеная имбютъ.одияв и 
тоть же модуль (равный арифиетическому значенаю корва и-ой ста- 
пени изъ иодуля подкоренного количества}, а ‘аргументь ихь вы- 
ражается черезъ аргументь подкоренного количества .0, слёдую- 
щимъ образомъ: 


Принюры, Найти чему равняется я. 
Предотавииь это число во второй форыз: 
1-1= (08 
= нк ’ 


такъ какъ 


— — 1. . й к 7 
Е = У1+1 = 72; Сов 9 = 2; 83 о = - 55; 68 4 - ут уи, 
8 ре 4 


Извлекаемь корень 
И = (И адани к=о0,1, 
Для К =, 0 ныбемь: 
КУ» к = (ов Жк 2 За Ик) 
^ А+ов 


Вт Жи = Зах = 8 а баз ИЕ 
8 РУ 


& окончательно имфеиъ одно нзз значений 1-1 : 


Па ин + 1 ба 


при К = 1 получим второе значан1е /1-$ : 
4 - 4 1 =—- — 
2 => р 2 = - | . 
С С = = 1241 +1 И). 


Волучениый розультатъь показываеть, что два зивченая >/--# озли- 
чартся только знаками внереди (*), какъ и при извяеченйн квад- 
ратныхь коризй изъ вещественныхь чиселт. 


6. 
Рливыёв двучленныхь уравнанзи. 
Найдеиъ корни уравнеяуй вида 1 -1=0их *.1=0. 
Йнвеыт: 
а) хй -1=0,; =] ух ву. 
Покажемь, чу У1 пыфеть п различнихь значенАй. Предотавиме вди- 


инцу вЪ ТАКОМЪ ВИДЁ: 
1= (аки › 


тогда № 
Хх ИПаил = Уж = (1) акк 
я: п’ 
Выпицемь вс п корней нашего уравнен1я д - = 0 дая 
ЕО, 1, Ш, 3, ..,. (п- 1) 
жя (01 


х+ = (ап 
я 


хи = 175 


хи > Рем . 
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Докажеме, что корни х, = (рая Хр я (120-21) Ж й Ха. 
ХИ Хр, и Тод. попарно оопраженные. Раземотримь для этого дав 
коуплеконыхь чвела (г) и (г) уд-в. 

Ку = г бов 9 + 1 54 9) 


(2) :к-6 = 1(бо8 21-6 + 1 340 2-0 = г( оз. 9 — 1 340 а). 
Итакт, зназеизя х:, Х. .... Яр попарно сопряненныя,  такз 
какъ ихь аргуиенты. попарно дадутЪ въ суыыв 2к, Разомотрвмь дзы 
застныхь случая, когда п - чезное или’ нечетнов. 
в.- челнов, Корни будуть елАдуюа: 
{15 =1 
ак еее на (1). 
+ + 


дос... 
1) п- вена --. 
и (1) зах 


(1) = (Ду = -1, 
Е 


Пфинпчанае, 


‘а --2 . 
а дэ - “= д, а потому корни, олпдующ:е за -1, шой“ 


дуть 15 х6 самые, только съ обратными знаками аргументов, в мы 
‹ихф вырисынаем® вх правый столбеце снизу верха. Ол®довательно, 
+85 этошь случай между вофми кориями будуть находиться ва вг- 
цеотвеяныхь корпя {и -1 и в харь сопряженныхь  комплексныхь 
корней. ` " 
п_- ыечелное» Корни будуть. слёдуюз 16 


(1). = 1 

(Как ухожу ь = (1. 
* в 

(ак еее е (11.8 
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Итакь, меду везия корнями буду?ь Находиться одинъ вещест- 
военный корень *1 и п варь зопряженныхь комплеконыхь корней, 
| п 
8) х +10; =; х=у-1. 
= уодно представить въ такомЪъ видЗ: 


5 > Жекадм 
а тогда 


ни 


х= ея =. (1) (ака 
р. 


Да К= О, 1, 2, 3 ....(в-1) будем» ныёть олёдующтя п. значений 
корней ураннен1я ж+1н0. 


= 
В 

жа = (1) 
эт 

№ = (зи 
= 


в ‘- четзое. Этот» случай лаеть слёдующ1е кории: 


и» ( )х 
(1) еее (2) вв 
Е В 


1) еее + (1). 88 
в Г 


Пра е-  аваж # 
выл . ты 
т.6, вёл ни одного вещеотвеннаго корня, ‘8 вв : пары - 80- 


пряжениме комплексные корни, 


о - яечетнов, Въ этомь случаь нывемз: 


(еее, 94 
Г 0 


В 
кет (а 
Е О 


- 85 - 


{1} важен, Уликия 
й 
ша 


олфдозательно, между корнями будуть находиться. один  вецест- 
венный корень -1 в в пар» оопражениыхь компленоныхь корней. 


49 5+. 
Разлонен1а на мновитвлой деучлановь к + 1. 


Таорема. Необходимое и достаточное услов1е. дВлимости целой 
функд1и (хх) вах - а вакличается вф равонствй Ё(а) = 0, 
Дайотвительно, выполним дёлояйе #(х). ив ох - а:. 


#4) | ха. 
——> =, 
Я ф (=) 
гдВ В число постоянное, такъ какъ сотатокь степени ннже д®ли- 
теля. Мк знаенъ, что дАлимое равно дёлителю, умноженному ва 
частное плюс остатокъ, такъ что 
Ех) = ух а) +В, 
Это равенство есть тождество; слфдовательно, оно останется спра- 
ведливымь, если мы вифсто" х подотавииь а: 
(а) = (а) (аа) +В, 
Въ поолфднемь равенотв а - а = 0, а потому произведев1е 
$(а) (а - а) чакже равно 0; слфдовачельно, 
8 = Ца). 
Вели 2х) далитоя нах -а, 10 К = 0; слёдовательно. и (а) =0, 
Это ублов1е необходимое для ДВлямости, 
Обратно; пусть Ё(а) = О, тогде В = 0; елдавательно #(х} 
дАлится нах - а, 910 условзе достаточное для дВлимости, 
Сльдотв1е. Воли цалвя фуикизя #(х) степени п-ой (или ура 
ненае Е(х)= 0) инфеть п корней 
хех, 
як». 


то. 1х) = (хх, }х - #:),...( К > К), РАВ Ао есть коэффи- 
длентъ при хп въ выражев1и Ё(х), такъ что 


На еж... Аа, 


Предположим, что х;, к‚, Х; .... хр =“ различны Но услов1ю 
зиземъ; 

Ех): =, 

Е(к,) = 0 


(ки) =. 0, 
ТВЕХ БАКЪ К, Х, ‹... Ха “ корни уравнен1я Е(х} = 0. Воли 
Е(х,) = 9, то Их} дёлитоя на х-- х., а потому иы можемъ пред- 
ставить нашу функц1и такъ: 
Ех) =. (х-х,) Ё,() ....,,.. СТ), 


тд8 Ё,(х) будетъ функц1я степени (и - 1)-0й. 
Боли вь тождастя% (1) положим х = х;(1= 2, 3, 4... п), 
10 получииь 
Еж) = (а: - х.) Ех: ), 
но #11) = 0, а разность х{ - х, 4 0, олфдовательно мн заклю- 
Заемь, 410 Ё,(х:) =0. ^ 
Выпишемт подробно значен1я Ё,(х;): 


Ех} = 0 
6х) = 0 
(хи) = 9. 


Води Ё.(х,) =. 0, то 2.(х) длится на х- Хх»: 
1. (к). = (хе ха} Вах) 4...» (11), 
гда #,(к) - функазя отедени (п-2)-ой. | 
Въ тождествв (11) полагавые хз х(К= 3, 4,5 .... 8). 


Опять ниемз: 
Тхк) м. (кН Хай 4}, 


здаоь Р.(,) * 0, в (х, - х») + 0; олбдовалельно Еи(х,) =. 0. 
Выинсыааемь подробно еначен\я В): 
(у) 50 


-#- 


.(.) = 0 
вх) = 0. 
Слфдовательно, 
Вах) = (х-х,). Е.С), 
причеме 2.(х) - функиёя отенони {в-3)-ой, и ть д. Разсуждая  по- 
добнимъ же образонъ, ин дойдвиЪ до Г,.,(х) - функцри степени 
Я-ой, для которой 
Р-р.) 20 
(Хи) = 0. 
Так как 2. ,(Х..) = 0, то Ф-. (и) ДАдито8 нах _ Жана: 
Вы) = (я кра) а) ..... (ЕТ), 
причемъ Ё,..(х) - функция степеви 1-ой, и Пе = 0; эта 
значить, Что Ё,.,(х) далитоя на (х - хр); иричвыъ частное есть 
постоянное число (0: 
Ро. (%) = (х - жа) .6...,... (). 

Перемножив$ почленно равенатна.(1), (ТТ) .... (2) ‚получим: 
(жк, (х).... Вах) = (ххх — х,у... (х - хай. 
(к). (0х)... а-: 0) .С. 

Сокративь на #.(х).Е.(х).... Яр... (Х), ин будеыф имть: 
Ех) = бих- ж,)(х- »у,...(х — хр, 
#о ны имфли ранфе: ° 
Вах) = ха... ад, + Ау. 
Въ одномь олучаф у насъ коэффиценть при хо равенф А, & 
в% другом С, Такз какъ эти раввисгва тождества, то С* №, а 
потоку уравненае Ё(х), имбющее. корий Х =. х,, Х, ‚... Хы» №07 
хетъ бить предоставлено въ такомь вида: 
Ех) = ох ха) (Ха) нь, Жд). 
Обратимся опять къ нашкыь уравненнмь д - Е =Оби х+ 1= 
= 0, ивх которыхь первое иыфотъ корни 
а, о ‚ м с ара 


Ка основании предндущасо олфдоти1я его можно предоставить въ 18- 
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конь Вида (А = 1): 
хана [и - (1) [5 а... Ик аи. 
в 


й - число четнов, 


1 (косой - ааа - мкр - бы) 
в г -5— 
{х- (1) эх - а) аи, [х- (0 ея. 
В а —— 


Мн пишем сопряженные корни одинф подф друрныъ.Произведемь ипе- 
ренножан:е сначала. 3% общемт вид®: 
х- Их - ара = х* - хЬь + 419} + (0, ауь =. 

=. Хх 2х.003 0 + 1, 

‘такъ какъ 
1)6 = бов 0+ 15400 
{1)-9= 608 9 - 1 5119 
15 + аз = А 503 6 

а (Пят, 
Итакь, воли в - четное, то 


Е -2 
ха 4-1) (+1) (их 008 5 +1)... (52-х 005 — +0. 


й - #ачатнов. 


Жо тя (к И - Ч) здИХ - (1)481...(х- () (р) 
Г г 


(ра - 1... = 2 ца 
п в к" и 


Хх -1= (к 1 - к 608 = * 1)...“ - 2х 00% ты ЖК). 


'Возьиемь хелерь уравнея\ в х+ 130. 


п - чезноев, 


ха [хе (АИК (Их а 1 
ы в 7х 


й 


а = 0) в}... = (0) 
я 


1-1 
Я и] . 
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868 корни попарно сопряженные; олфдовательно, о ниЗеме: 


3 р 
ХИ = (х22х 603 т +1)(х2-2х оз = + 1)... АХЩИХ 008 ео 


хот ик - а)... Их да 
п 5” 


ва... Их а ал 1. 
г ——” 


Оставляя множитель (х+1) и переынохивъ комплекеные сопряженные 
корни, получим: 2 

[а 7 
жет (ие - 8х 695+ 1)... - Вх 608 ут И. 


Частный примюръ, Пусть 
жа (ха) жа) жа), 
— 4 
ГД Х:, Жз) Хз и Хх. - вначенЁя корня Ут упавнендя х +1=0,т,а, 


т У анааом 2 С ажаадк 
при К= 0, 1, &, 3. ы 
Корни эти сладуюм1е: 
(124, (1)ал , (15, (17 
“ Я 2 . и 


Вепипомъ ихь такъ: 
(1) (1)зк 
4 4 


{1х (1) эп 
4 4 


Следовательно: 
же +1= [х- (Па - (9) 35] 
* 4 =, 
[хе (р ж[х - (1) 
« * 


Е 
= (хе — 2х бов № + 1) (и° — 2х 508 5" +1) = 
4 : 4 
аи к ое Ухо, 


‚ч---09000---- 


РЛаАвЯ 11. 
СВОПСТВА НОРПБЙ ЦВЛОЯ ФУШЕКТИ, 


91. 


Уново. корней цплой пучкули. 


Зормуло лазраняа для инперповирован1я увлой функули. 


Пристуная кх этому вопросу, мн приыемъ какъ постулат, т.е. 
бездовазательяо, слёдующее. предложен: а. 


Лоложвнае. Всякое уравнен1е Ё(х) = О или всякая цфлая фун- 
«ця 2(х) имбеть по крайней мЁр8 одинъ корень вещественный или 
ыНнИНЙ х= а лакой, что Ра} = 0”). 

На основвн1и этого положен1я легко уже доказать такую тво- 
решу: у 

Зеорвма, Воякая цфлая функция Е(х) степени п-ой имфетт ров- 
но п корней; еслн же сив имфетть болйе п корней, то ока тожде- 
ственно равна 0, 1.8. 80% &я коэффицленты равны 0- Въ силу ов- 
зовного подоженья функцья Р(х) должна ичфть одинь корень; пусть 
ао будеть х =. х;, но воли х = х. есль корень, то функция Е(х] 
дфлится на (х-х,), т.в. 

Вх) = (к-ж.)Ь(Х); 
здвсь Р,(х} будетъ фулкцфей (п-1)-ой степени, Но тогда и он8 
должна иыйть по крайней изрЁ одинъ корень х = х,; поетому 2,(х) 
двлизся на (хх): 
Ех) = (хе хь) ЕЁ, х), 
и #,(х) будеть стешени (1-3)-ой, Она, какъ цвлая фуякцая, дает 
опяжь одинъ корень х = Хь; олфдовательно #,(х} длится на (х-хь) 
Ех) = (х- 2), (х) 

*) Доказаиельство вмой чаоремы мохно найши въ курослу Высшей 

Ялзобры, напримюрз, Н.Мерег, Р.Зеггеф и др. 
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и т.д, Доходинъ до Ё,_,(х) степени 3-08; если х = Хи_. есть ко- 
рень Функыйи Г,..(х), то она дёлится на (х - Ха 1 
ое) = Ск хи, (©). 


Р-:(х) сзепени 1-ой имфетъ видь ах +ь +0, откуда ея корень 


Назовемъ этотъ корень х =, хр; тогда Е, 6х) Длится а 
(я - Хай 
а) = (х- хр).0. 
Неремножиць наши равенства: 
Вох). Е. (х)... реа (х) = би хх. я} 
к - 2... (я - ви)... .(... Е, 00, 
4:0 повлф сокращен1я на оби1й множитель даетт: 
= бк я.) (5... 2 яр). 
ЗдАсь С должно быть равно коэффаненту при хо вь выражен{и 
Ех): 
Ва йа А+... а Арх + Вр, 
1.0. Ся А. 
феперь дохажеит, что Ё(х} инфатт п корней, которые найдут- 
я воли Е(х) приравняемъ 0: 
Ех) = 0 
или 
0 ..., (ау. 


(хх, - х)(х.- #4. - Хр) 

Данотвительно, проиаведен1е будеть.равно.0, если. один® изъ 

множителей равень 0, но такъ какъ А 3,0, то Е(х) = О, если я = 
=х,, Иши х я х,, ИЛИ Хх = Хь, -..ИЛИ Ха. Х,, 

Ичвка, первая часть творемы доказана. 

Теперь докажемъ, что есди фувкцая степени В-0й имфетф 60- 
лье п корней, то она тождествеяяо равна 0. Пусть #(х} иметь, 
хром8 корней х = х,, Хх, .... Хр» еЩе одинъ корень х = хр.,, ие 
равный ни одному изъ предидущихь. Подотавииь яъ уравненйе (в) 
выёсто х значен1е х;,, пПолучима: 

ЕОцн.) = 0 
Иан 
Ао (Жнь — Ха) (а — х:)...-Онь- Жи =. 0. 
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Чтобы произведенае было равно 0, сдинъ из множителей. дол- 
женъ быть равенз 0, но у наоъ ни. одна. изъ разностей (ху. ,-х:), 
(хоь:-х») и т.д, не равна 0, такъ какъ хр,, не равно х,,... Жи» 


оладовательно А, +0. 
Наша функцАя принимает слВдующ1й видъ: 


- П-а. 1-2 
(хх) = Ах + Ах ы А.К А , 
Поолёдняя функц1я, будучи отепени (0-1)-ой, будетъ выфть корни: 
Х =, Ха» Ка» Жаль» Хржа» 
и слёдовалельно 
Ех) = Ах - хх - Хх)... (к - а). 

Подотавимь выйсто х ИЛИ Хр, ИЛИ Хрьц} 

Ехо: = Аа нь - ха) (Каьа - 27... (Жоы: - Хр.) = 0; 
здВсь опять ни одна из® окобокт не равна 0, сл®довательна 4420, 
3 каша функцая перепишется так: 

бк) = АЯ + Ах +... АХ + А, 
Эта функцзя Е(х) стеневи (0-2)-ой иметь корни: 
Х =, Ха» ау Хар чье Крлы 


я разлагается хак: 
Вок) = Аа - ль. (Хх Жо); 
подОтарляя `Вы$0то Х.ИЛИ Хо.,, ИЛИ Хи, ИЛИ Хрьа, будемъ пыёть: 
(ри. ) = Аз(Жонь - Ха)... Сон, — Я) 20 
й тавъ какЪ ни олна изъ разностей не равна 0, то А, = 0. 

Яродолжая разоуждать. дал подобнвмъ образом, мн придемъ 
вЪ`тому, что всё коэффииенты Аз, А., „.. Ар будуть равняться 
0. 

Сапдсте{в. Воли дв цёлья функцзя Ё(х) и 9(х), степени не 
звше п кахдая, равны иехду собой болфе, чёыъ при п частныхъ 
звачен1яхь х, то онф тождественны, 1.е, при воакомъ х равны 
мехду собой. НыВемъ двЪф функцЁн отепени п-ой: 


кр = ох + А+... * бах * А 


’ 


[ з- 
Ф(х) = Вох. + Вахе ..., + Вах * Вы › 


Пусть окв равны при 


Я Х., Ха» На, в. -- Жы» Куча» 
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чакЪ что 
Е.) = ри.) 
Е(х,) = ф(х»ь) 
Ека) = ка) 
они: ). 
Для доказательства нашего слёдоте1я составинь новую фузкню 
$04) =, Ех) - эх) = (щ - Вр * 
А Вт. (Ар, Ваал + (В - ВУ. 


Для этой функц?и будет существовать болфе чФыь п 5орней, такъ 
какъ: 


и 


$(х,) = Ех.) - ф(.) = 0 
ФС.) =. 5.) = 4.) = 0 


4 


(50) = Ихи) - ва] = 0 
Эна)” ИХаьа) - Она) 9, 


Но предылуней теореиё $(х) = О тождественно ири возкомъ х, 
такъ какъ функцфя обращается въ куль болфе, чАмъ при п значе- 
итахь х; олдовательно, вс ея коэффиц1енты равны О, т.е. 


А - в. = 0 или А = В. 
В 


ЩВ 0" В, 
0 и В, 
А. - Вто" А, = В, 
а- 0 " =, 


Чакииъ образомъ Ё(я) =. ф(х) тождественно, т.е. при воякомт 
х. 

Анпорполировать - это значить по данныиъ значенгямь нЪко- 
торой неизвёстной функцфи, отевчаюцимь значентямь аргумента ж, 
Х., Х, ..... Ха» ОПредёлить звачентя функцри для промекуточ- 
ныхь зиачен1! аргумента, 


иене па еные 


"КУРСХ ВНСИЗЯ АЛГЕБРА" проф, 4. 4. 4ДАНОВА. Чистъ 8, 


1 

50 

м 
: 


Аипврполированав ‘для случая уплой функуфи. 


Поставим задачу: 
Найти цёлую функи?ю стенени не выше п-ой, которая бы при 
данныхь значентяхь Хх = Хо, х., Х› .... Хи Принимала  заранёе 
данныя значен1я ` 
40» Ш» Ча...» Ми 
Разберемь сперва частний случай, п = 3, Найти цзлую функ- 
К2ю степени не выше 3-ей, ‘чтобы она при х=. хь, Ха, Х», Х, 
принимала эначеня чо, 4,, М, ц.. Ех) - неизвзотиая функция; 
но услов1ю 
хо) = щ 
ха) = и, 
Их.) = и 
Ех) 


в 


ц.. 
Составляем» фуннаяю $(х} степени не выше 3-ей; 


(х-х:)(х - хе) (х — ж) 


к, = (Я хь) 


(хо ол (я - 2) (х 


+1, 7 и 


(= о) (ха = хЬ)(х, - 


$(х) = 


(а хо (Жк) (а #2) 
Эта функщя составлена такимъ образомь, что степень вя не 


выше 3-ей и что 


Ф( хо) = ще . Еж) = 9%) 
9х.) > и Ех.) =, 4х.) 
Ф(х:) = ць закь уто Ех») = $(х,) 
$(х.)^ цв Ека) > хь) 


Два функцзи степени ие выйе 3-ей каждая равни мехду 90900 
пра 4-хь эначентяхь х; слфдовательно, онё тождественно равны 
при воякомъ х, т. 6, 

К к) = #х}, 
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Въ общемь олучаз составимь аналогичную функцию: 


ара к. 
к“ тю жка).. 


йричемт оказнвается 
Вх.) = 


о) = ар 


НО ч.к, и для ненавзстной функц1и 


Ех =. № 
к) = в 
Ноу = а, 


хо функифи Р(х) и Е(х} степени я вние п-ой каждая, равныя ври 
(1+1) значентяхь х, тождественно равны при вояконъ х, т.е, яд- 
комая ф-1а. К х)=. Р(х), формуле (*). можно дать другое выражение. 
Назовемъ черезЪ 9(х) произведенРе баеностей х-х.,... К-Хи: 
ф\х) = С ВА хр; 
возьмемъ производную этой функц! и; сна будеть вида 
3' = кой...) (ини? в хх, 
ид %(х) изкоторая цфлая функц1я, которую ближе намъ не надо 
знать. Положивъ адЪсь х=х,, находинъ 
к) = С - 5) И - Жк - ба - а, 
и такимф образом мсжно формулу (*) переписать въ. вяд®: 


кап 
#(х) =. 5 
и=о 
Итак, воли при х = хо, К, х,ь,.., Хи ява функийя 0х}, 


отедени ве вище 1-ой, получаеть значения щ, Ма, Пр... бы, ТО 
она определяется такой формулой; 
К х) 
#(%) 28 м та ина 
као к4я- Жк) Жк? 
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ВВ о) = (я Ак к)... (= ха) Ганоло воёхь множителей 
‚равно (111)] `Эза форнуле извзотна подь иненемь форыулы  Лас- 
ранжа дтя инзерйолирован1н. ` 
Добавимь, что, найдя целую функцфю стенени но выше п-ой, ко- 

торая при х = ж, Х.,.., Хы Получаеть зарен®е даннге вначеня 
4, ва, т. `йр, МЫ легко составим безчиоленнов мнокеотво ц%- 
лнхь функц: свопени выше п, которыя получаютъ чЯ же значеная 
95, Ш:,ь., Ши При ХЕ Ж, х,,,., Ка. Во эти функция будуть 
ЗАДа 

май 

ВО) = Я Ч и # хх), 

К=о хо 22$ 6) 
тд з(х) произвольная авлая функцтя. Дпотвительно, такъ какъ 
фоХ,) = О прик= 0, 1, 4,,., в, 30 выходить, при воякомъ и(х), 


Ро = цу. 


Яримьрь, Найти цфлую фунинйо степени не выше 9-ей, чтобн 
она прк ха -1, 0, 1, 8 принимала значентя -11, -1, 1,4, 


Вх) = 


в ник) ое Зи + 9) 


д к 


ито и 1. 
Ро НЫ . 

дот 1 

ЕТ 1 

яж - инок 1, 

проверка. 

х=-1 ет -4-в-1н-и 

х#9 Ко = ет 

х#1 2 табы 


х= 2. | 12) 8 19% ЮЗа=т 
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$2. 
Форнула 78йлора для разложенёя уллой функуёи по степеняхь 
фазности.х - а (в - произвольное чиалол, 
Дана функи1я стопеви 0-0: 
В). я Ахй + Ах 
требуется представить. ее въ вид 
1)... Вок) = Во + (над, В, + ад В, +. + (ай. 


т.е. найти выражен1я коэффиц1ентовт: 


Ах т, Адах * Вы, 


3.., В, В», В. вч. д. 

Прежде всего замфтинъ, что равенство (1} - тождество; слё- 
довательно, оно справедливо при пояканф значенаи х. 

При х = а снос дветъ 

(а) = Во 

Составим #-е тождество, для чего беренъь производвую — оть 

обвихъ частей равенства. (1): 
т 
Е) = В.Л + ВЬ. 2 5-а)+Ва „ЗА х-а) 7+. ЭВ. Пах-а)^,.....2). 
Положим здфсь х = а; тогда 
Е' (а) = В... ны . 


Диффереяцируя равенство (2), приходимъ кт равенству (3} 
1х) 2 ВЛ + Вы За) +,..4 Волна) 2.,..,.(3), 


При хз а изъ (3} находимъ 


1" (а) = 5,.2.1 и 
Ооставляемъ тохрество (4), дифферевцируя (37: 
"хр = В. З.В +... Вы и-т) о нод оне В. 


Бри х = а нижемь отсюда 
и) = В.Е Ла Ва - 


продолжая двлфе, доходинх такныь образомъ до точдестна Сор го; 
Ах) = Ва. 06-1) 0-2)... 5 нь КН 
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ЦНри х = а оно даетъ 


а) ваза В 
в . п `1.2....2-0а 
баздовазельно: 
: , Е’ (а) | г #"(а) 
#(х} . Ца) + (5-5) г + (2-8) 5 + 
Ц 
2" (а Е 
+ (ха)* а +...: + (на) г {гормула 


Тойлора для цёлой фувкщи степени п-сй). 


Арузой зидъ формулы Тайлора. 


Нусть ха = 1; тогда хя ать, и форнула Тэйлора предота- 
витея я сладующемь видё: . а 


Ка +в) = Ца) + Е Ё (а; + г $“ (а) *.... 


.й 
+ — = ! 
1.8...1 ‘а 
Приипръ, Требуатся разложить фуняв1ю Ех} но отепенямъ 
хеЁ 
Ех) = ха + 3х2 4х+б. 


+1.х- а, зяёдовательно, и = -1. ИНыфемт: 


яж + 3х” - 45+ 5. В = 1+3 +445= 1 
)= 3х7 + Вх - 4 ЕСИ = 3_в-4=-7 
чек) = За + 3 уе = - зо 
АЕ х) = 1 ат 
.3 . 1.8. . 


хо + В" 46+ б= 11 - 7541) + (51) 10 + (ка 
я (2+1) — 70) +, 


Нровёриыъ найденный результатъ: 
(+1) - О + Пя к + 3х? - 45 +5. 


Наше разлоден1е правильно. 
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$ 3. 
Корни простые и кватныз. 


бпфедиаан1в. х = а назинавтся простимь корнем  фувкиаи 
1х), если Ё(=) далитея на к-а, но не дёлитоя на (х-а]”. Во- 
обще хза называется корнем порядка кратностя К, если Ё(х) 
дВитоя на (х-а)“, но не дёлится на (х-в)К*1. 


190рвыа. Воли х = а сесть корень цёлой функции РЯ}  по- 

рядке кратноети К, то Ё(а) = Е'(а) = Ра} = Е"'(а) = | 
„5... Я а) = 0, во функтая Вано. 

В обратно, воли (а). = Е' ар = о... = ау. О, а ея, 
29а) + 9, т0 х-= а есть корень функдаи 2\х) порядка кратнос- 
ти К. 

Доказательство, Воли хт а ость корень функизи Ех) по- 
рядка К-го, то ныземт: 

(1)... В} = (и 2) 9), 
во чакь какъ их) не длится на (х-а)“**, то мояеме напиовть: 

Нож = а ад фах ух), 
причем у,(х) +0. 


Формула Тэйлора наме даеть: 


Нк) = Ва) + (ара) Га) + а 
1.2 . 
+ а)" тек (рак В. +... а)й — виа 


(60 ^”® ТВД 

Вынесемь за скобки (х-а)К въ послёднихь (0-к*1) членахь и 6608- 

.цачимъ совокупность первыхь к членовъ черезъ у(х) ; тогда иы5- 
вмз; 

#(х). = (х-а)К 9(х) + ух). 

Изь сравнензя въ формулой (1) олбдувть, что ух) = 5 тоядест- 

венно при всякомз х. 

Такимь образомъ 


{х-а) (ина) ка 
- пад Е ра +. ЕЕ =0. 
4%) = Ца) + (щ-в) (а) + 5 Ра) +...* ЕТ (а) 


- тождественно, Положивъ эдёсь х - а= у, инВеме пзлую фувкцю 
отЪ у ствнени (К-1)-0й, которая имфвзъ дезчиоленное множество 
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‹ 


корней, закь какъ она равна О при всякомъ у; согласно $ 1 вс% 
фузки?и должны быть тождественио нули, тье, 


хоэфинаенРы 13$ 
Ра). = Е" (а) = (а) =... = Ща) = 0. 
Докалень, чзо (а) ие вуль. Дайствизельно, такъ какъ у 
цасъ Р(а} = Е) =... = Ра) = 0, то формула Тэйлора при- 
вииает% ваДЬ 


Е) 
ИЗИ 
{2).......: РО) = ща (я) + (наб х), 
т д% к 
Е , 
О р а 
„ п-к-т 
ар АЦ), 
деи Г 8 а 


Факф какъ по услоз1ю Ё(х) не д®лигол на (х-а)“*Т то въ равен- 


атвф (32 остатокь нз развел гул, а олбдовательно, и Ра) цз 
нуль. 

Обфатнан пворека. Пусть Е(а) = (а) =... + Ца) = 0, 
а (а) нв= 0; тогда: 


(х-а) на) па 
а Ра) р . 
#(х) Я (а) ет (а) 
Озсюда видно, что (к) двлится на (х-а)", но не дализся на 
(х-в) лакъ какъ 


„К 
к) = а рак) + ска Е, 
Ф: Е 1 


причемь 22) +9. 
Сльдотезв. Чоли х = а ость корень функции Ех} порядка 
кратности Квпо, зо онЪ будете корнем 
Е'(х) порядка кратности (К-1)-го 
УЗ) " ы (к) -го 
РАМ" ь 1-го 
и не будети корнем функцзи Ех). Обоаначияъ ЕЁ*(х) = ф(х) бу 
дему пыЗть: 
Ех). = 6(х) | (а) а ф(а) +0 
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и 
с 


Ея =, 9х) "а? = р’ба) 
Е" (ху ф"(х) 1 (а)= ф"(а) 
Кун у о | аа фар = о 


й 
= 


В = я а) = 9" а) +0. 
Для ф(х) по обратной теорвый х =, а есть корень порядка (&-1) - 
то; подобнымь образомь доказнваетоя, 910 х = а будет норнемъ 
1"(х) порядка (к-8)-во я ть д. 


$4. 
Комплексные сопряженные коБни. 


Творема. Если функц1я Е(х}.0% вецеотавнными ноэфриентами 
вибеть корень хана + В1 порядка кратности К-по, то Р(х} имб- 
875 и сонряженный корень х =. в - 81 того же порядка кратности. 
Вызоним сперва, что если функцЕя св вецественнвый коэффидаен- 
чами имцфеть результахомь подстановки ба + 81) = М + №, хо 
Фа В) = фм. 

Возьменъ примё ре. 

$1) = д? - 3х +1 
(ак В) = (и +81) * - За Вр зтЕнем 
$(а - 81). = (« - В4)* - 34-8) +1=и- №; 
вторая строчка получается изъ первой, если мы Занёнимь {1 НА 
(-1), зджсь: 
м=а? - в" - а *Т, 
К = 298 - 38. 
Другое дало, если функцЬя нызеть не воз коэффищенты веще- 
ственнне, наприыръ, 
ох} = х? - 31+ 1-1 
ча + В) = (и + В1)* — ЗК + В *Т-1 
ука — ВЕР = (а - В1)* = Зака - В + 1-1, 
Задов уже вторая отрока не получватся из% первой  эзы& ной. 1 на 
{-1); дФлая эту закйну, мы получили бы новую функц ю 
{д- 81) + 34(х = 81) 1+1. 
Итак, беремъ цилую функцию Ё(х) сх веественными  кооффи- 
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цзентвми; пусть хта +81 будетъ корень порядка кратности К. 
Тогда, вь силу прямой теоремы (> 3} ны можемъ написать: 


Ех к Ва) = А + Ваза О 
Ех + В) = А’ + В'1 = О 
(а + 81) = ДИ ВТ = 0д 
Рави = АИ, 80 = 0 
авы) = а + во. 
На основанфи сдфланнаго замётан1я получаемъ: 
(у - Ва) = А - В 
(9-81) = А - В 
Ех = 4" - ВЕ 


в 


Аи ви = д _ вк: 


ава) = А? _ веба, 
Во если комплеконыя числа А? + 8271 = 0, (]=0,1,... 5-1) 
т0 вещественныя и мнимия части ихь доляны быть порознь равны 
0; олбдовательно: ко о в о, 
озкуда и & - 81 = 0, т.е. 
(и - 81) =09, Е к -ВвИ=0..... 

1... а ВО = 0; во Ма -в +0. 

Въ самомъ дала, допустивз обратное, т.е, 
А? _ в =0, 

ин получили бы; 


но тогда и 

ава = АК + ВО, 
950 противорёчить услов)ю. Ва оснонанфи обратной творемы х= 
= 4-81 есть корень порядка кратности К функции Ех), 


Заньчан1е. Пусть уравнен1е №(х) = О въ вещественными ковф- 
филтеятами будете степени в-ой, такъ что имёетъ ровно и корней, 
земеотвенныхь и бомплеконыхь, принимая во вниуаи1е кратность 
корней. Вецественние корни пусть будут: 
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х= а порядка вразновли а 


х=ь я " В 
х=1 * я Х 
& комплексные; 
х-&+ 18' порядка кразноств р 
Хх з' я " о 
ооо аа 
» 
х=ЕзНЕ! п я т 


Такъ какъ возхъ корней в, 10 инбемт равенстве 
+в + .... ЖА + 2(рта+.,. т) вп. 
Далфе, если извёотны всё корни, то ны момему разложить функцию. 
на миожители 
Вох = аз боНЫЙ НЫ Е НОИя- в 1} 
нал - се 9. ево Их - ва ЛЕ 

Обратиыть вниман1е на произведеня скобокъ 4..3} . Ихкъ можно 
предотавить такт: | 

[к - (ЕЕ) Их - (8-18')]. = Ца-Е) - Зав 38] = 

ЕО Е а + ха 
Полученный трехчлень 3-ой степени обладаеть т8ы% зам&ча- 


тельнымь свойствомъ, что при вофхъ вещественныхь значен1яхе х 
онЪ остаейся положителень, что легко’ видёть изъ равенства: 


хе ри тая (к - Е, 
тдё сумма 2-х® квадратовъ не мохетф быть отрицательной, Нулемъ 
Же она можеть бить только въ томз случа, если первый и второй 


‚злены правой части равенотва будуту нули; т.е, хяЕ и’ = 0 
Но воли бы Е'= 0, зо х = &+8`1 было бы чиеломъ. вещественным, 


что противорёчить услов1ю; поэтому 
хе + рта? 0 
при вофхь нещественныхь значен1яхь.х. 
Ввсдя мрожатель 2-0 степени, находимъ оканчательно; 
Вх) = ира В РИА а? + р * ФР + тя + 7... 
СЫ 
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95. 
Разлоконав рацфональныхь робей па просвьйшзя дроби, 


Опредпленав. Рацаональной дробью назынавтся частное от%. д8- 
лен4я двухъ кдлнхь функций, т.е. 
Е(х) 
РС»). * 
гд8 Е(х) степени в и Р(х) степени в. 


Зампчане. Воли въ ращфональной дроби в 2 а, то помощь да- 
„Леня ножно выдалить изъ дроби цёлую функц! и придти кх вовой 
дроби, у которой ш <.0, Положимъ, что степень функцан Ех) боль- 
ше втопеня функцаи Р(х); тогда двлимъ Ё(х) на Р(х): 

2х) Их) 
ш( ху С х) 
и получаенъ частное ух), остатакъ 4(х}. Но извзояному свойству 
дфаенАя ножемъ написать: 
Ех} = Вок) .убх) + ах). 
Раздёляя обв части равенства на Р(х)  нолучнит: 
(к) ых) 
= хо. 
вх) 9 х 
цв, дАйсявительно, выдблили цзлую фулкцзи ух), аш х} ныфеть 
втерень ниже Р(х}, тахф какъ степень остатка всегда ниже отвел“ 


ни дёлителя, 
Въ виду этого въ дальнфИщей творвмй ножна ограничиться рэа- 


смотран1емь такой дроби 
у 1х) 


Вх) ° 
въ которой ш < ий; кром® того, ив будвиъ предиолагать дробь не- 
оократимой. 
Ех) 
Лворвма. Воли въ рашональной дроби О (вдё № < п) знаме- 
назель !{х) равложенъ на множителя, а именно: 
Вх) = (хаб В... (хе ПА" + рх + а)?. 
(7 + вх 97, Ах + ах вы), 
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10 возможно и при томъ единотвеннымъ образомт найти тавтя нодб- 
тояниня числа: | 

Аз, Аа» Ааъьььь А 

В,, В., Вь..... Ва 


Шах Гы, Бане, 


А 
А. 
Р., @,; Р., 9.;.... ВР, % ‹ й 
8,, 3:; Ва, 52}... 8, 85 
Т:, 0; №», Чё. Те» бт 
всаго +В +.,.. А+ 8(рто+.., + <} = 0, чтобы иыфло м8- 
610 зокдество: 
+ Аа + —__№ _ -... + 4 + 
{-а/* (а)? (х-а} 
+ В + + В —+... ва. + 
{ж5) (х БВ (=-5) 
Зуко ке не 
+ ва + — + и +... + м. 
(к) _ -ы^  О-ы^ т ОА ы 
00 _ 
#х + ... + Вох + 
х трхта 
+ _ Що + 9, 
ое хех з 
+ у, а ‚а .. хе * 
в ци 
(аечькны) хо+фхти 


Дроби правой части называются „прост®йшихи дробяци". Наша 
вадача заключается вЪ томь, чтобы доказать, что числа (А) мо- 
гутз быть найдены и при томъ одинственнымь способомь. Мы при- 
ведемъ полное доказательство, когда Р(х) содоржить 3` мнохателя 
первой степени и 8 - влорой степени. 


Доказавелество. Ограничиися предположензем», ч%0: 
“т 


т цы 


Вах) = (к-а)® (в) „(же " „ханржеаВ дхбчти в) 
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в доканемт, что (к) 
ВС) 
иожетъ бнть представлена въ слёдующемъ вид: 
.... Аа + .., ГА, а] 
х-а 
В 
с В+... [В 
В [в, 81 
Ех) Су 
г + — + 
те ..и. +... 6 
Рьх+0, 
Ро о,., [Р, ©, р] 
х +0х+9 
В х+8 
А. АВ +... (В, 8, 0] 
(хеккнв) хех 5 
пручемъ скобками [.,.,] для краткости обозвачаенъ сумиы дробей 


хахдсй строчки. 


Пусть числитель Ё{х} будеть стенени в, а знаменатель Т(х} 


- стевени п > п хакх что 
+В ту ар + 29 = в. 


Йоложииь а 

Р(х) = (ж-а)”, 1. (х}, 
причвмь 
В, (х). = В „(е)",(а? + ха. (к? + гх+ 5)0, 
Нашу дробь теперь ножно написать въ такомъ видй 

Ех) _ 

Вх} 
Докажемь, что правую часть равенства возможно представить 
ВИДЁ: 


Ех) А 4х) 


ее а в .,...., (1), 


(ад вах) 0-й а вх) 


причем 4, - постоянное число, в Ё,(х) пйлая функы1я. Из тох- 


авотва (2) имфенъ: 
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Унножая об части равенства на (5-8). (х), получаему; 


{ - 
57 = ИА . 


Во Ё,(х)’- функцзя цёлая; слёдовательно, зислитель правой час- 
Фи дёлитоя на х-а. Условзе дёлимости цёлой функции  &(х) НА 
{х-8} заключается вв томъ, что 6(а) = 0, 
Ятакъ, имфеиз: 
6(а) = Ка) = А... (а) = 0, 
от 
куда _ Ка) 
а, 
причень замёчаемъ, что Р,(а): + 0, такъ какв Р,(х) не дёлится 
на х-а. 
бнзедвливз постоянное число А, = ----- ‚, мн получинь цзлую 
а 
фувкю Е,(х) по дорнуд8: 
у - А.Е 
#4.(х) = Е Рю . 
„Дала лостулавыъ совершенно такхе, ф.е. пипамь ито 
#.(х) А Ех) 


— инь, (8, 


нах) (в она жд) 


откуда находиыф подобно предидущеиу 


и-ау и.) (к-а) “прав, (х) 
хъ.д,... пока не дойдемь, наконены, до са®дующей, дроби: 
РТВ ща 1) козазанье» (8) 


(жа). (к) а 109 
ГА, какъ и раньше, иы ивходних пистояяво® Ау 


и цфлую функшю Ра(Х)1 
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ОЕ 
жа ° 
Сложавь равенства (1}, (2), (3)...„(а), ыы получим: 


2) А Ар ‚А. 0х) 


д що ..., 


0 рый ный “ жа Вх)” 
Что посл& занйны сокращеннымф обозначелрема, принимветъ. вид: 


Е(х) Фа(х) 


ев, (А, в] + ВЯ 


не льна... Ч). 


Обрачимся теперь &% дроби 


#0) 
Полагая опять 
р (к = БВ вх 


и разлагаа дробь т точно также, какф и предыдущую, придемъ 


въ слёдующему результату 


> (В, В р иене. (1). 
Е 


По предыдущему полагавыт 
в.) в (ине) Г.И, (х) 
и волучаенъ послё разлозенйя 
ВевОО 6, и + Вы 
ых) вх) 
бкладивая теперь равенолва (1), (1Т) и (111), получаемь 


О, мн, +, и +... (8), 
$(х) 


иззнние. (141). 


гдз 
9 = аьвну (к) 


$(х) = Рь(х) 
х 
Дробь ны будеть уже другого характера, чих предьдущия. Въ 


$») 
ней стецень числится также меньше степени знаменателя, но 8х) 


воть совокупность множителей &-ой степеня: 
Ф(х) = (хр + В. (5 + кк + в) 
Равложиыз $(х} какъ ыы дёлали зто раньше, на два млошителя 
Фу = (и? + рх + 4)°.6.(х) 
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и докажемъ возможность выбора закихь постоянныхь Р, и @, и и8- 
лой функц1и ф.(х), чтобы существовало тохдество: 


9) а’) 

(х т ржнар В. 500 и’ерин в ибриватт - $4 (2). 
1осзараемся отыскать Р. и @,, если ови только существують. Уш- 
нояаень 00% частн равенства на анаменазеля при :(х), нолуча- 
вм: 


Но ф:(х) должна быть цёлой функцзей; слёдовательно, въ правой 
части равенства функця 
4) + 5х) - (Вх + 0,) 6,4%) 
должна двлиться нах’ + ря + я нацёле. Но #° + рх + 4 вать про- 
изведен1е линейных множителей такого вида 
хе + рее [х- (ЕО (8-Е, 
Чтобы данная функдфя у(х) дВлилась ва произведен1е двухь инохи- 
елей, она должна длиться на кеждый множитель в% отдельности, 
Необходимое и достаточное услов1е дёлимости (х/ на 
[х -(Е + Е'1)] заключается въ томЪ, чтобь резульчать подстанов- 
ки выфото х величины Е + 15’ равнялся нулю 
ЕЯ Е) = 
‹СдалевЪ указанкую подотановку, мы получинз: 
(Е ЗЕ!) - (ЕЕ И т]. Е) = 
м 2 
Такъ какъ функцая $.(х) не содержитЪ множителя (хо + рх + 9), 
10 $. (Е 1 38! } наз 0. 
Заиётивь зто, раздёлииь уравненйе вв &,(Е # 42’): 
| + 1 
а Ш, Р.Е & 18) + @,. 
3.8 & 12°) 
Такъ какъ функции ф и $: обдержать только вещественные коэффи- 
цуенты, то результатв подотановки (Е + 32) будуть отличаться 
другъ отф друга только знаками (*) при 1, и можно положить 


зи, 


#КУРОБ ВНОЕЕЙ АЛГЕБРЕ" профь 4. 4+ АДАНОВА. Яистъ 4. 
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ГД В и М - янола вецественныя, так .что 

МЕМ = (Р.Е + 9,7 + 1. 
Ын энеомь, что-воли компленсиыя числа равны, то равны отдёльно 
яхъ вещесттенниия в мнимыя части. Сл®довазельно: 


Из ВЕ+О, 
Н=Р,Е'. 
Яеъ отихъ равевотве возможно опредёличь Ру и @.: 
Я 8 
я; в =Ы- БЫ . 
Е Е 


В, н@, - числа конечныя, такъ какъ Е’ не = 0. Форда дВйотви- 
„зельно 9.(х) будет функцая цёлая, и мн имЯема результату (1) 
Цодобнымь же образом найдемъ:- 


я. о а) 
ржа", (к) (хрена) ееряна) в" 6. (х) °" 


и 1. 4..5. пока, ваконець, не дойдем до 


о Ра 1... (рт) 
{х 2+ ря). 8, (к) х* 4+4 


Свладнвая равенства (1'), (2'), (3')....(р’), получаем 


О а, а, в} + ее ин, 


8х) 
Тенорь обратимся къ оставшейся оби 
фр) 
&, (5%) 


и разложимь ее на 8 члена; 


м О в, + р... 14), 
0 (беинв)° ив б еегинв 6 


Дробь - вена опять преобразовываеме точно такими же ©5- 
А -Ы 
равомъ: 
С р о О...) 


еькика) 9 ибн 0 бзехня] 


иду, к пока: на дойдеыь до 
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ь +“ 
око. Во (о) 
хеияьв  хрк+а : 


ВФ правой.части ничего больше не будеть, ченъ какь прибазочная 
часть могла бы быть только постоянной, но вз таконъ случай р 
вервоначальная дробь выдёлила би ифлую часть, 

Сложив$ равенства (1"}, (2"), (3').,..(0"}, получен: 


у В .......... Ё). 


ЗатЁнъ складываем® внражейя (1) в (11"): 


х} 
Ре = (6, 9,51 + (8, В, 991 ,.......(**). 
Произведемь посл днее сложелуе‘равенствт (*] и (*'} и получины 


ты (4, 5] + В, 81 + [6, у} + [2, @, 0] * ГВ, В, 91. 


Выше было показано, 370 постоняные коэффидленты, ‘чело  коло- 

рык ай + у+ ар + 26 = п, ногу быть восяфдовательно од” 

редёлоны, но в каздомъ частном прнибрв изъ не опредаляюте по“ 
сабдовательно изъ уроезвен1й, а опредёляютф опособомь неопред#- 

ленннхь коэффицентону. 


баовобъ неопредиленныхи коэфдиулениоеъ для. нахокденя 
постоянных А, В, С, Р, 9, В, В. 
Поинозинь обх части раверстна на №(х), чтобн освободяться 
а7ф знаменателя: 

(5) = А-В ао) Скберкнайй (бери +... 
+ Аз а) (д БУ к= нау 
+В, малом (2 0я+41 °С ехк+ в 
+ По-а) БО жен) ржа хе ини) 


Г 


+ “аа аль ока киа) фо, .., # 
+ буи) ие зреРое ука 
#' (Р.х+0, Ук) В (8-02 хеажен вц .и. 


+ Фены хе ке) И" ры КУР 
х я, р бкеаужк-ь В (кое Арка вое 
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+ СВоееЗи) на) кВ (с) Кийчржна) иерея в), 


Это равенство тохдество: въ лфвой части у насф п?лая  функщя 
стодани й п, &.05 правой - цвлая фупкцин стопона (0-1)-0й 8% 
самомъ дфлф, членн аномаго изыфрензя будуть при А., В, бу 
Роз 8х В имфатт показатели 
и-1+ в ту+ рт тп - 1 
дз 1 ту р+ 5 вп 


фату т р + № -в=а- 1, 

Коэффиилентю при различных стененяхь х въ празой частн, 
число воторнхъ 0, продотавляютъ линейнья функции (степени 1-ой} 
ость нонзвдеркыяю коэффицаентовт А, В, С, Р, 9, В, В. 

Но разенство это - тождество, и лзвая часть представляеть 
та ше самое, что правая, слфдобачтельно, нооффицёенты пре оди- 
наковыхь степеняхь равны, Приравнивея коэрёилтенти при одина- 
ковыхь степеняяь Хх ВЪ ЛЕВОЙ и правой части тождества, подУча” 
вы систему п уравнен1Н ст п неизвфетними 

ВО, В, 9, в, 5 
первой степени относительно неизвёстняхе. Эта система должна 
даваяь опредёленния значентя для казлой неизвёстнон, такъ какЪ 
раньше было доказано, что каздая изъ атихь нензвёотныхе  ес%ь 
величина конечная и вполчи опредвленная. 

дринпръ 1. 

хе д-1 А, А Р+@ 
——_-———ы=ы55. = Е - —- — 
Око) С Се к 
Умножнаь 05 части на чнаменатоля, получавиз: ` 
Е Ё 2 з; 
ха х- я 4, (4:1) + А, (+1) 7+1) + (РЖ+О) (х?+2х+1). 
Собирая коэффипленты при одинаковнхь отепеняхь,  приравниваемь 
яхт 


при х О... (1) 
хе 1= д ОР. ,. (2) 
"| ЕД еР+ 0 ..... (3) 
ааа 46... (0. 


Рашавие зти уравнен1я. Вычитая изъ {3-го} (1}-е, ив® (2)-го 
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{4)-в, получима: 


(3) - (1) | 29-1 вн = 
{2} - (4) аР = изя Р=т 


8 
{1)-е уравненяе дабик 4, З-В=-1 
+ 


(4) че ы и д -е-д. 
Итакъ 
ем И 3 1 ик 
И За Яо жы” 


Опредёлен1е коэффиицентова обнкновенно дбавють проще, что мы и 
‚зокажзыь на второмь примёрё: 


Яринтуз.2. 
нии Е А ах в + ПР ы + Рыб 
С 
Здёсь иыёвиЪ ухе семь неизезстнихь. Освобеждаеноя отф знамена- 
з6йя: 

о За Ак Ах 1)° + 

+ Аь(х - 1) (55° хе + (р. + хе 1)" + 
+ (Рух в ах хе). 

Такъ какъ полученное равенство - тождество, а потому вбрно при 
.воякомз х, (10 ны к выберень значен1я х закь, чтобы  слагаемыя 
правой части обратились в 0, кромф одного, для чего полвгавит 


х. =, 1. Находим . 
8= 4..1; 


очкуда 
= 2. 

Раз. об части тождества равны, ‘то равны и произаодвеыя. Диффе- 

ренцируеме но х; 

2х 9 Ай СХ 1 9 да ке)" + (ка. 
Ми внесли (х-1} за скобки, обоеначивь частное от -дшенйя 

через э(х). вв том» основи и; "910 вой остальные члены — одер- 

жать (к-1) и дбайзоя на ооть -двучлене; блихе опредёлять Функ- 

и\ю 9(х) -намь не. нужло. Полапаемв х = 11 и получаент значэн{ 8 ‘А „: 

Ел м в 1 
Теперь: постазииъ 806% задачей спредёлитё Р; и. @,. Для эхото во- 


зонинь х = в СД х есть один изъ коиплеконыхь корней упазно- 


в$4 
2 
& - $11250. 


Резульхать подетановии дает: 

5+ За - = (2.240, (а-1}* 
Восвользуенся уравнен1ему в -а+ = 3, чтобн созтавить  014- 
Нан а: од а°, Выфень 


й 


(2.040, (92-307 30-1).,,, (=) 


зи -1 


2 з 
в за -а= («- ПЭ-а=-1, 
Подетовиюь нолученивя виралевя въ равенство (*) получант: 
&-1+ За --3= (Рита) СТ - +3 +8 - р 

4% - З=РВ,а + 9.. 
Это равенство справедливо дия 2-хь значенай о, в если двХ цф- 
явя функцзв степени п (ве данзоы+ случа% 1) равны боле, 
„УЯыЪ при п значензяхь цезависинаго переыённаго, то он? тоядес- 
звецио равны ($1), т.е. при воякомь значевли а, и нозтому: 


Ру и =-8. 


Опредйлиме Р, н’@, для чего иродифференцируемь нвие тоя- 
уество, внылисывая только т% чазиы, которые но содержать мнози- 
чела (5? -х+ 1} Урочае члены зоединаются 8% общее выражена 


ВЕД: 
(2 -х+ 1). (=) 


иАЁ функия я(х) дя навь не вижна. Находины.: 
Эхе = р, (= 1) + (РОЗИ ® + (В, хНа,)(х-1)° (1) + 
ея ы 0. 


ыы 


Пояаравыь теперь Хх * д. х 
За+3 = Р.(--1)° № (Р.в+9.) „В(и-1)^4 (Р,аа,) (9-1) °(2а-1), 
Послзинай членз (ч°- в + 1) ы(а}, очевидно, проиадет®, Теперь 
замбляемь д* и а° их выражезняни черезъ х и овободный  члент, 
причем мы воспользуемся зЪыи результатами, которяе были поду- 

чень нами раньше, а именно: (< - 1)° = 1. Иыбень; 
24+3=4,1*+ 3(46-3)(и2-20+1) + (РО, ). 1.1291) 
2+3 =4+ 8(45-3)(и-2—2041)42Вьа* +200-Реб- О 
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2+3 =4- 124° + 9% + 22.41) + 20а - Ва - 0, 

25 +3 =4- 124 + 12 +9 - 22, + Р,в - 0, + 80а, 
АДзлаент приведенйе подобныхь члевовт; | 

и += (р, + 20, - 3)а + (16 - 2Р, - 6). 


Такъ какъ послёдиее равенство 1-ой степени справедлибо при 
двухЪ значен1яхь &, то (по $ 1) 06% чести тождественно равны. 
Поотому: 
Р, + 20, =5 
ЗВ, +. 4, = 13. 
Рашая эти уравнен1я относительно неизфотняхе Р,-и @,, получа- 
ем: 
Рая? и (9, =-1. 
Чтобы опредёлить Аз, мы оравниваемь коэффиценты при стар- 
шихъ стопеняхь (6-й]х въ лЗвой и правой частяхъ: 


Да РО я А-В =. 
Запипемъ теперь разложен1е первоначальной дроби на простня: 
х? +38 2 1 7 


еее я о зщеае о ен 


(1) (5-41) 0-0 ОО 
В$ олучаяхь сложнихь рекомендуется прибйгать къ только что из- 
лохенному способу 

Кром способа `неопредвленныхь коэффицентовъ отыётиыЪ еще 
010006% аллебраическазо‘двленая. Д®лек1в полиномовь, располо-- 
женныхъ по возрастаюцинь степенямъ перем нной, примфияють тогда, 
когда требуется найти коэффицаенти А., Аз, .... А» В® разложе- 
н1и дроби 


на просовйитя: 
Е(х) А, 
Е =. и 
Р(х) (ха) 
Именно, поломимь хгазу, х=ату и полиномн Каз у), 
В (а + У) разверненъ по степенямъ у: а 
ь . 
(аку) = Ка) ву (а) Фу и... 


а, 


ха  Ё.(х) 
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в В. (а) 
ка) ву Ра) + у" =... 


ау} = 


Воли ны раздёлимь первый полиноиъ на второй, располонивь ихЬ 
р 


па возрастаьщииь степенямъ у, то частное 
2 6—+ 
и, Туту +... * ву +... 


даечь намь сразу вс® коэффициенты А,, А‚, .,.. Аи» именно, дол- 


Жно быть 


Ая м,, Ач Ш,,.,.. А м 


о щ. 
Для доказательства замётниь, ч20 по нашему предиоложенаю дол- 
жно овть 

Кагу) . &-—: % 


озкуда слфдуетъ, что 


Г 
це + жа), 
ха 


гд$ э(х-2) означаеть иц1ю, нэ содержащую отридательныхь 916- 
пеней х - 8; но такъ какъ разложен1в дроби не прост®йш1я можеть 
ныть лишь единственную форыу, то выходить 


Ш, РА, ШЗ Ао... Ша А. 
Ярикьрь. Равложить на простаиш1я дроби 
+1 
Сота. 
Полагая х-17т у х у у, имфему 
еж жд - (1+ + (1+7) > 
= = Зу - 3" = у 
+1+5у + 109? + 10у° + Бу + у 
+1 


еду + уе + уе + Буй + у 


- 5 = 


ежа = 1+ (1+у) + (1 уе = 
Т+у 
1+ у + у 


Вынолнявиь дёлензе: 
1 + Зу + ту? + 99° + бу + уе | З+ Зу+у 


отнуда з а, 3? 
ы # _ з + 
к... 0.1... 
У уу у 
я слёдовательно, въ разложен!и нашей дроби 
НЕ ОИ ОНО ИЕ ИИ 


(2-1) (к*аА1) (о 0-ой 0-0" ро кн 
уже вовАотны коэффицзенты 
и. м, №, мт 
Для опред\лен1я Ри @освободимь предыдудее разхоженАе отъ зна- 
менатоля: 
хе АНН) * КАТ) + АСЕ) СХ хА) 
ке -и" + бе 
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. 5 
и сревииыь коэффищенты при х и овободные члены, что  даеть 
намъ # уравнен1я: 
1 +р, Р=О 
+ 
1= А, - мА - А+ Чи, 

{лено полиномовь, расположенныхь по убывающимь отепенямъ 
перемённой, примёняется дая опредфленая коэффиц1ентовь Ри @ 
въ разложен1и вида 

9 = ва, + Е + + Ри 

ы и- 

(керкной  (ка+рхна) 0 (х?рхна)* х*+рх+ч 
Именно, числитель ф(х) раздёлимь на х*+рх+9 -— расположиве ихь 
по убывающимъ стеценямь х - и обозначиыь частное черезъ ф,(х) 
и остатокъ черезъ ах + В,, такь что 

р) = и + рк + 97.9457 + ах + В... В). 
Цодобныыь образоме ф.(х) раздфлямь на х? + рк+а и назовемъ 
частное черезь у»\х) и остатокъ черезз э»рх + 0., такъ что 
фахи = (+ рх + 9) фак) * аах * Би. .ь. 1) 
и вродолжавит такое двленае до тЪхъ порф, аока нев получится 
частное 1-ой степени отъ х; если +(х) степени 2 - 1, зо нов- 
лёднее раненство будеть 
Фа) = (+ рх+ 9). ая) * ава * Буре... 18-1), 


причемъ 


Фи--а 0%) =, ащх * Бр ее ььнье +. (8), 


Исключая послёдовательно функции Фуа .ь., фа» НАХОДИМ: 
Фак) = (к° + рх + 9) (ащх + Ви) + (авах * Бр.) 


Финь (к) = (Же рх + 9} *(ацх * ш7 + (хе + рх + 9) (ад. .Х+Ь_,+ 


Фок = обр Чан + Ба) + (хйермна) адах + Бр: а) + 
на барах * Бра о... 
(4. * бра аьх + В.) + ах +), 


откуда сл дуеть: 


о * в ах * 
рН ++ ржа] * 


такъ что воз неизввотные козффин1енты Ри @ сразу опредфляются: 

тв, В. ЗЬ,; В. а, Ча чз Ь,;..., Вы = ал» Ча = Ви- 

Воли функи1я ф(х) будеть ствлени К - ниже чВыз Зв - 1, 10 
нетрудно видёть слФдующев: если К = Зи - 8, 10 разложенае бу- 
детъ имВть тотф же виды, лишь а, = 0; если К = 2-3 ИЛИ 
28 -4 то вф первомъ случа аиз 5 = 0, во второмъ ав = Ве 
= аь., = 0, т.е. исчезаеть дробь со знаменателень х’°+ рх + а; 
вели К= 38-5 или 2-8, то исчезаеть въ разложенци так- 
же дробь со знаненателена (х’+ рх + 4)° ит.д. 


Пфимпрт. Разложить на простАйш1я дроби: 


ро +1" 


Раздоженте ныфеть видъ: 


+ 
{х2+х+1) 2 х* ет 
Освободившиав оть знаменателя и положив затфиь х=1 най- 
дез Аз а воставимь разность: 
1 = НИ, = 
бер" 1 
- 1 ео Я 
Пакет) ° «1 
1 + ая’ + 10х+ 18х°+ 19 


ПЗ +241) ” 


й 


= -— о’ 5+ 16х°+ Зб+ 50°» 96д*+ 76 + 80) 
81(х7+ж+1) 


Для разложен{я дроби 


дЗлавиь 3 дёлен1я: 


- 0- 


х’+ Бе 155°+ Э1х“+ БОхЗь 662+ 765 + 30 ха 
5 


7. 6 
хх т 


дб ак За + 43х + 36 


де акк 45“ 


105+ В+ 50 
108+ 105+ 105% 


175+ 40+ 36х* 

17+ 17хЗ+ 1752 
235°+ 49х*+ 76 
23х°+ 23х*%+ 33х 


26х*+ 53х + 80 


38х*+ 28х + 28 
97х + 54... (Г) 
тт 
хе дк” + 10х° + 1757 + 22+ 03 | ат т 


4 
х+х+ х з 2 
х + 9х + 6х +8 


хё+ а 108+ 17° 


+ Зе хе 
д.3 .. 
55° + 1х + 28х 
61° + 09% + 9х 


Вл? + 7х + 26 
8х + Зх+ 8 


де Зе бк ха хе №” 
в. я оо 
АВ ха... , (1) 


ее еье ет иичечеь =. 
Вх +. 5х +в В+ 9, 
Зак +8 


нианеы не 


в. (9 


ВЕ 6 
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: % 
Принимая во вииман1е множитель - /.., получаемь чакое равло- 
жен1е: 


1 45а, 

(1) (х*+х+1)*° ЗЦж-Ь 81] (241% 
_9* + 13 3х +в +В 
(иеткн 8 иван Азы 


27(х?+ 1+1)” 81(47+х+1) 


Связь между коойфицентами и корнями уплой Зункуи. 


1) Быфажен!е коэфрицвниовь череаь корни, 
Пусть уравнене 


р 1-1 
Ах + Ах 


э- 
+ дрх +. + 


+ 4. 


нызеть кории 


Х = Ха, Хор Жане. Жуннь» Ха 


зещественные или комплексные. РаздёлииЪ данное уравнен1е на А., 
вохорое не можеть бить нулемъ, нивче уравнен1е на било бн в-ой 
степени и не имёло бы п. корней. 

Въ полученномъь уравнен1и вьедеих слёдующ1я обсзначен1я: 


А А. А 
та, а... О = ар,, Ат ар. 
№ А № А 
Тогда мы получинъ такого рода фувкцю: 
р Я-з 1-2 
®0) эх тах ва, аа + а, 
имфющую корни х,, Ха... Ха. 
По $ 8 главы Т она разложится на произведензе простыхь мно- 
жителей 
хака? +... Фаця (-1:) (4-55)... (Ха). 


Написанное нами равенство - тождество. Произведя порвынохен1е 
и сравнивая коэффицленты въ лЪвой и правой частяхь при одива- 
зовыхь одепеняхь х, мы получим выражен1я для а., @2; 2 И Т.Д. 


Иызомь. 
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р. 1-3 
фа хи, ВР ах хо Я Ка Фаь, 


...* 2107 Хар, ›, Хол 
тд $ х, есть сумыв : * ж * № +... Я; Я х.Я,  - суниа 
произведенЁй корней по два: +.Хь * хх. +... * Хп-:Хо} Чи6- 
ло этнхъ произведен: й равно числу сочетан:й изз п элемептовъ 
по Два, Т.8ь: 
Са 3-1) 
а 3.2 ° 


Я К. ХЬХь = Х.ХоКа Коза, * НЯ ьайр; ЧИСЛО ИХЪ 
011) (5-2) 


8 
ыыы 


„8.3 


й д. Сравнивая козфрецренты въ лавой и правой частяхь наше- 
ро равенства, находим: 
а=- Ах, 


я 


* 2х,» 
9 2 - х.з 


ие. 
в * СИ) жахьяь.., Хр. 


2) ВыраженЯ баЯ суяны одинаковыхь опепвией корней через 
хоэффиментыь. 


Пусть дано уравнен{е: 
: о уй п-т О А-а а 
Их) ях тах + ах нь * ара № ал, 


изфющев корннхях,, х., х,..,. Хо. Теперь введеме сифдующя 

обозначен я: № .. . 
ежемес, 

+1, 2, 3... в, 

Поставим» себф задачей найти внражен1я сумиъ $: черазь 
коэффициенты уревнен1я. Мн энавыь, что Е(х) разлагается на мно 
жители такиыъ образомт: 

0) = бя, (кхь)... (Ко). 
Прологарифиируень это выражен1е: 
18 к). = их-х,) * бхь т в а... т а 
Взявъ проивводныя отъ обёнх® часцей равенства, получинъ: 


#9. _ 
6” - 
ожвуда: 
В). = 


или, представляя 


Выполниыь твлерь дёленАе Е(х) на (к-х,). 


| | п | 
а 1+, ана | Хр 
бк и 
= ° 1; 3 ‚ 
ми хак Натан 
в | 
ных Неа (азфаьхотаяй+ 
2-4 в, .6-2 . . 
Е С 8+ 
ие А ь Даня 1 
2 - 
+ + р . 
(ааа ет як)х + а яь +... =) 


2..1 2:28, ;0-@ 
аа) аж аж) х 


2,8 
(ата На, хоть) х 


заб каььк 


Остатка при дёленйи на можеть быть, тавъ какъ онъ раванъ: 


2 я . 
Зо * 2-е, * аа ТЖ я хх) 0, 
1.е. результату подстановки вт #(х) - х,, Что даетъ нуль, закъ 
каф х, воть корень функцфи. Такинъ образомъ, при двленфи ва 


(х - *.) наша функия Е(х) принимает саёдующЕй видъ: 


Ех) в и в- 
; к вже + (ак, )к ®. ана нитк)х $ + (азчаьх, + 
и 
2: п-- 2 
+ ааа) х #,....+ (ада а йк Жк 


Теперь раскровиъ вырёжен1е 


= 
дня, 


и предотавиит его аъ цслномф зидЪ, вводя, РАВ нужно, условный 
обонначен1я:. 
кзй Ех) п 
= пх 


Их = = я 
Кыз Ки 


5 0-2 З +5 0 
+ (0а.+3.)х 4 (08,12, 5. 13) 3. + 
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+ паза На, Заре... ара об: ао Зе *.- Вода), 
Оъ другой стороны ив можемъ непосредетвенно выпиаать производ- 
кую нашей фуякцуи 2х): 

Е (я) = ах? 


Изъ сравнензя двухъ выражен:Й производной Ё’(х) сяёдуетф, что 


‚2 , 0-3 . 2- 
+ нра х 2% арх 9+ (0-3) 050+... ар. 


3, + аа; = (0-Па, 
3, та,5; + па, = {2-8)аь 


За та,3, + а›5, + ва, = (1-3) а. 


Зо * 2,З01-5 * 22 За т... * Па. ар... 
Иля, приводя кз болфе удобному виду: 
$ та #9 
З. Та, 5. + а, =0 
{А) - : +а,3) + а23, * За, ч 0 


$ а. ‚ 5 4 = 
Зла * або + 2 Зо +... * 1-1 а., =0 


Язъ уравнен:й (4} мы н опредфлязыъ сумиы одинаковыхъ  степеный 
ворвей: Б., ЗБ, Зз им. д. 


3-3 


„З5=- РЯ + За.а, — За, - 

Равенотва А) суть формулы Нъютона, дающ1я возможность оп- 
редёлить быраженая За, 3,, 5».... 5..:  черезь  коэфбидленты 
уразнен1я. . . 

Теперь обратииъ вниианае на слздующее: 

2(х„) = 0 - тождественно» во 

(хх) = м, важ * + арх * + нь * ара, * ва 8 О. 

Суммируя оз К=1 до Ка в, получим 

каза 

х 8(4:) = За + а: бр., + аби + * а. + вар = О, 

кал . 
Эта формула служить продолженьень столбца (А) для вычислен!я 
За. | | . 

Выведему телерь выражен: Зв гдз 1, 2, 3....; для 
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этого умнохимь Ё(х,) на хо 
Г = „ао Ща. + 
аа т, ал + ай = О, 
бумнируя оть К = Т до К = в, получиме 
к=Н п ` 
2, Ж (4) = Заьи * аз, ®... Кар. Зщь: * арб = 


Эта формула даета возможность вычислять 
при шт. , Би, 
38... бы 


Полагая и =. -1 и занчая, что 5. = п, мы можеыь найти 


8. Е 
о  Ж Хр 


полагая п = -3, найдем 5, ич.д....., Причвыв ии одинь ко- 

рень Х.:, Ж», Х..... Ха В@ долженъ быть ревень О. Отийтимт, что 
2-3 

3., можно просто Вычислить помощью формуль: а, = (-1) Яя: хь 

+. “Хда» Эр * 5-1) .Х,...,Хд» Которая ностВ дфлен1я дають 


®@.-. 


Цллыя рарональныя симнепричвская пунк ди. 


Разсмотрёаныя 3% предыдущент 5-8 суммы 


1 + + 
жк... * 40 


8: 

предотавляютъ простёйш1й случай сннметрическихь фувки!й  отЪ п 
„аргументов, Вообще, узлой силметрической фуниией сть п 80“ 
гументовъ х,, х,,.,.., Хр Называется такая фуикц\я 
3(х., х.,... Кр), Которая не изыфнявть своего зиаченая при 
войхь пероотановкахь ея аргументов» между собою (число увкихь 
переотановокя равно произведению 4, 2, 3... 1), 

Даля двухъ аргументов® приыфуами цёлихъ ониноерическихь 


ВИЕЙ служат: 
9 к и в В 


я . & 
ХАХЬ Ха + ‘Хр, 1 ХХ ; 


д $2 ; 


"КУРСЕ БИОЧИВЯ АЛГЕБРЫ", 1709. 4. 4, АДАНОВв. Анемъ #. 
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для трехь аргументовт: х,, к», Хх. - укажемъ 


$ & 
ХХХ, Ха Ха + ХаХЬ + ХЬХь, Х: + Ха 


в: 


Е 
Мы займемся прежде всего двойными суммами вида: 
же, 
когория при п аргументовь и при < не = В содержать п(п-1) чле- 
повъ, выводимых изт члена 
ее - 


замфною въ немъ разы?фщен1я значковъ (1, 2) воёми другими воз- 
можными размёщентями (аггар$0е0%$) п значковъ 1, &, 3,..... п 
ко два; слфдузтъ замётить, ‘что при а = В члены 2 хи ых 

отличающеся только порядкомъ значковъ въ размфщен!и, совпада- 


ють, поатому число различныхь членовъ двойной суммы 


РЕ ха 


при п аргументахь будетъ вдвое меньше, т.е. й. 00-1). 
Покажемь, что двойная сумма 2 х, выражается черезъ 
простыня сумин 5: слёдующей формулой: 
Я к ж = За 58 - Зав ее СЫ 
и при а =В 
ь з 
хану, {32 - За сене 1. 
Двйствительно, леремноживЪъ двЗ простыя суммы 
8 . 
Зи За = ет... Фа + В+... +8) 
мы получимь дв категор4и членовь: 1) члены вида хе ы + ха+В + 


... + к" 8 - числом п .- которив составят Заьв» #) члены вида 
ха в - число которьхь равно 08 чая и(о-1) (лакъ какъ про- 
изведен1е За на $8 должно содержать зоего п” членовъ, а п чае“ 
новф относятся къ первой категор1и), такъ что эти члены соста- 
вять намъ полностью & в. Втакъ 
За. 38 = Заза * 2 24 ж, 
откуда слёдуелт формула (1) и въ частносяи при ия 8), когдь 
мисло членовь # ха %  дАлвется вдвое меньше, - формула (1'). 
Обратимоя твперь къ изученйю тройныхъ сумы вида: 


жж, 
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которыя содержать - при в аргументахь я:, х,,.., Хн й при раз-. 
яичныхь числахь о, В,у - 1(0-1)(1-2) членов, зиводиныхь — иаъ 
члена х% Хо х заийфною разыфщен1я (1, 2, 3) вофии возможными 
раэмвщен1яыи п значковь 1, #,... п по 3 (чнело тавихъ разывие- 
514 равно п(п-1)(1-2). Саёдуеть заыЪтить, что при совпаден!и 
двух показателей, ваприивоъ, аи В каждые два члена вида 
Е 

х ы =, = ® р 
совпадають мэнду собою, и число слагаеных думны # ха к х 
будеть уже /ьп(п-1)(1-2). Боли вс® чри показалеля в, В, у 
совпадаютт, то каждне шесть членовь (1,2,3 = 65) 


к? 
будут зовпадать между собов, и число слегаемихь суммы 


4 д“ 
5 Х: Хр Хь 


Хх; ® < В & 
х1 я аи, х) р х Хх ж =, ж д *, х) „8 и, ры х} ху 


в(1-1)(1-2),‹ Покахфыь, что тройныя сумив олздую- 


1 
будеть Т5З 
Жим образонъ выражаются черезь простья сумыы За: 
ах - 34883, - Ван, — Зак и8 — ВануЗа * 2Занану- (2), 
причемъ при совпадени 2 показателей изъ грехф и, В; у нужно 
вЪ правой части ввести иножнтель 7., 5 пря совпаден1и вСВх$ 
урехь покззателей - иножнтель >. Для вывода формулн.(2} звы- 
тиыъ, что при перенвомен{и двойной сумины & х% |. на просзую 
сумну % х' ы 5 общев число членовъ произведеязя будет 

0(9-1).п = (0-0, 
ий эти члены раснадутся ва 3 категорри: №) зленн вида $ хочу в 
- числома 40-1), 2} члены вида х ха жи — чноломя абп-Ё), 3} 
Члены вида 2 хо х — число которнхз бухт 
т? (0-1) - 80-1) = (0-1) (0-2) 


и которые полностью составятт нашу тройную сумму. Итакъ: 
хх %.3, аи 8 аж „8+ Е я х. 
Вводя вы@сто двойнахь суныъ ихт выражен!я по форнуля (1), по- 
лучаемь; | 
(Зав - Занв).Зу = (ину - Зара * (Забв+у - Занвну) * 
аа, 


а 3 заб < а « з 
2х, Хр & = 3385, - Зав - За+ъуЗв - 


- вв - 


7 За +3 * 2 бавьу» 


+70 и требовалось доказать. Вообще, суныа Ш-гО порядка 
5.“ „А 
ях 58 ... Ж 

содержитъ въ своемъ состав (при.п аргументахт} 
1\ 1-1)... (0-+1} 


членовь, Число котооыхь уменьшается въ 1,9...  разъ ВСЯ 
разъ, корда к из» @ локазателей а, В,.... ^ оказываются рав- 
ными. Нетрудно выразить сумму 0-го порядка черезз ш думиъ 
{в-1)-го порядка; венно, изыфняя нфеколько наши обозначенаа, 
ямзеыо: 

2 жа 252. дв", х 


+$ хо 


Факь какъ ны выше выразили двойныя и гройнья сумин черезъ 
простыя сумин $), то изъ найденной сейчаоъ формулы приведен1я 
<% очевидностью олёдувть, что кратную суныу всякаго порядка т 
иожно выравить въ видф облой фунвнйи через= простья суныё За 

Федерь мы ввясниыь, что всякая вообще ифлая сниметричес- 


кая фунькцья предотавлязть не что иное, вакь алгебраическую 
сумму нащихь критныхь суммъ 

„ма “п 

хк,*... Хо 


еъ постоянными множителяии вперзди, ДЁЙствительно, всякая Ц®- 
лая свиметрическая Фи цая Кали состоит явъ одночяе- 
ВОВЪ пяда ха хо? (ЖЗ пусть А к х ЖА будетъ одна“ 
чльнъ ‘ось паибольщицт числами множителей в(5 0) и въ наиболь- 
шей суммой показателей а, ти, +... Каз (если насколько 
зненовь содержать й икожихелей). Такз как функцЁя ф не дол- 
жна измфниться при воевозможныхь первмёщенцяхо аргументов Х,, 
%»... Ху, ТО въ составь вя должны входить всё члены,  выводи- 
мне изъ 


в и оц 
А ЖА Хана Хо илеетннне, (%) 
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пучемъ замфны разыбщен:я (1, 2,.,:;м} эначкове 1, #,... и воёми 
остальными ‚возможными разыёцен1ями п значковъ по 9; но вой эта 
злени выёот® съ выдёленнымъ нами (>) составятъ сумиу Щ-го по- 
рядка а 


а, @ 
ВЯ а" ый... Жо , 


содерхащую п(п-1)..;(-1+1) членовъ. Ввдёливъ эту сумму изъ 
аалей функш?и ф(Х,,...Хо), мы .вОЗьы@быЪ 01875 изъ осхевщихся 
членовЪ тотъ, который содержит наибольшее число нкожителей и 
убздимся, что въ составЪ ф входять.и вс остальные члены, ‘вы- 
водицые и3$ взятаго вами члене веёми возможянми перенфщен1яии 
„вргументовь, и тогда мы выдфяных изв ф(х.,.,. Хр) вею эту в0- 
ВОКУПНОСТЬ членовъ, образующих кратную суныу съ  постоянньымъ 
цножителенъ впереди. Резсуждая такъ и‘далве, ыы дойдемъ, нако- 
нець до одночленов» вида А ха, которне дадут иамъ простую сум-' 
му 4.5, и зогдв въ составё фувкц!и ф можеть остаться лишь по- 
СТОЯЕныЫЙй членъ. 

Посл того, какъ доказано, что всякая излая симиетрическая 
фуньи{я состоить изЪ алгебраической сумиы вяражен:й вида 

4$ жа... ы 
в › 

которыя, накъ мн видёли выше, выражаются въ вид целой функт} и 
черезъ суммы Б,, мв съ очевидностью устенавливавыь слёлующую 
пеореми: ы 
всякая цёлая симивтрическая функц я .01Ъ о .аргументовь 


Фа» Хан Я 


можеть быть выражена въ вида .цёлой функп1и через суммы 


инж... 
Такъ.какъ въ 6 доказано, что сумыы 3, дия корней х;, Х.,. Хип 
уравнен1я 
ха 1+... тара. аа = 0 


выражаются цёльми фувкцаями черезъ коэффатленты уравнен1я, то 


мы приходииъ къ слёдующей иворемь: 
всякая цфлая симметрическая функция отЪ корней уравнен1я 


хат. аа 0 


мОЖОтЬ быть выражева .цЗлой функц!ей отъ коэффицентовъ — 371020 
„‚уравнен}я; поэтому, воли эти коэффиц1ентв числа в®лыя, 10 си 
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всякая целая симнетрическая ‘функц: я корней уравнентя выразнтоя 


ПВаымь ЧИСаОнЬ. 
КТХЬКа № Яхья, + ХХХ, 


2 2 
* КожаХь Т Хок. Ха * ХХХ, 


гринюр® 1, я ну: х2х + 2х 2 
Принтрь ти сумму + хаха + ХК. Я. * ЯзХо К, 


2 2 2 
+ ХАХЬМь № ИК. Хо + Ха Хь 
ГВ ., Хь, Хз, х. ^ ворни ураввен1я 
* 


хе + 3 -х+1н0, 

Предложенная сумиа всть & к х2 хо и.Но форыуяв (2), такъ какъ 
ий, В=у = 1, ока равна 

245.8: - Бо вев + аз. } 

По формулань Ньютона ны емъ: 

$, -180, 821 


+880, 


- 3+ 38, -5 


- За + 38. в + 
такъ что искомая сумма равна 

3. = эх 
*{ 50-25 


Дрицьръ 2. Найти сумму 


ГАЗ ха, Х., Х. - корни уравненая 
` ж + рх+а-0. 
&отя данная функц1я не есть цзлая синиетрическая, но, приведя 
чаевны къ одному энаменатели, мн получаент частное двухъ цёлыхь 
симиетрическихь функцай 
хх, + х: Хе + да мь + а хе 4х, + ха 
Х, Хх Хз 
Въ чволнтеа8 имЗенъ 
а 
Я ха ду = В, В, - Ва 


зъ знаменател в - х; Хр Хз = -9 


такъ что искомая сумма для воякаго кубическаго уравкен1я вида 
х° + рк+ чз 0 будеть равва -3. 


(8) = 


Дробныя синиетричаск4Я функ. 


Обращаясь кь разсиотранаю дробнихь симматрическихь функцай, 
докажемь сперва слёдующую мворему: 
если х, означаеть одинъ изъ коркей уравнен1я степени 0-ой 


п й-+ 
(я) =х тах к... Тая аз 0,,. 


х 
то всякая дробная рац1овальная функцуя этого корня а 
. 4%: 
жетъ быть представлена цёлою функц1ею того же корня степени не 


выше (1-1) -0й: 


1-3 1-2 
Рожа № ра: т... т РыноХа * Рина › 


причемь числа ро)... Рп., Рац{онально виражаются черезЪ козф- 
фицтенты уравнен1я (*): а, аг,... а: 

Для доказательства умножинъ числители и знаменатели нашей 
Ароби на произведен1е 


Ч: 4(хь}... (хо), 


ГВ Х2, Ха,... Хр остальные - кром х, - корни‘ уравнен1я Е(х)= 
= 0. Итакъ, ицфенмъ: 
ф( я, ) = 


я, 7 
Теперь въ знаменател® мы получили цёлую симметрическую функцию 
оть вовхь корней х,,... Хр Уравнензя Ё(х} = 0, которую можно 
выразить - согласно предндущему $-у - въ видф ц%лой фувкцфи от 
хоэффицаентовъ 2), а2,... а, Такъ что 

уха} Ух»)... Уха) = 9 (ва, 82,... ап), 

гдз 9 - знакъ цлой функц1и. Далзе, въ числителВ мы имфемъ так- 
хе цфлую симиетрическую функц? ю 
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У) ее (и) 
й Ех) 
о15 корней х,, ха,... Хи уравнея  —-- = О или (по выпод- 
ре 
венти дзленая 2х) ка х-х.} уравнен1я 
в- а- 
Ка а * (а ах, хо... 


8-3 ) 
1: (а, * ао фт 0 ...,., 


Согласво прелчдущену 3-у, ми можемь эту функцаю 
Ух.) 9)... кой 
выразить дёлой функа?ей отъ коэуфицтептовь вослёдняео уравне“ 
ифя (хх), тье. отф а:, а›,... ад. и х., Тань чо 
р а-ь 
Ч») иАхь).-, УС Хи) = Ка Фо аа». ара) жа аа... ара 
СЖ Фа асе. Яро.) # фа, -. Яр, }, 

ГВ фо’... Фи Знаки цёльхь функции. Но, на основани — давизго 
уравненая (>*} иыфенъ: 


а й 4 4 | = 
х, тах, .., тах: Таз, 
откуда 
х = - ах, —- Зрх, аа: - а, 


- а 2, 
х я-а: - арк о. Вана: — Фок. 


2 п-а й-2 
= (а; - а,)х. + (аа, —- а.) л, 


+... + (2,а.,- ац)х. + а;ар 
ти 

и 1.д.  такъ 970 в08 стедени 4, съ показателями ш& п мы м9- 

жемъ замЪнить цёльни функцлями озъ х, степени не выше (1-1)-ой 

сх коэффацфонтами въ видё цВлыхъ функцАЙ от а:,.., Ви; сдА 


лавъ эту чаыфну, ин получныь 


ъ 1-2 
Эо(а.,...ац) + х. ^ ш;(а.,...ац} + 


а 
Ча) УС) СКО? = ха 
Чень К Ха Вау) № Яра Алу В 
ГА ы - цфлня функцЕн, 
Окончательно выходить 


т.е, данная дробная функцтя отъ корня приводится къ цёлой фун- 
&Щи степени не выше (0-1)-ой оз того же корня. На оскаван1и 
этой творемн можно воспользоваться способомь — нвопредтленныхь 
коэффицчениовт, и въ каждомь частномъ случаз, положивь 
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* -- 
Ча Бад-® + Бы... + 
ч(х,) 
освободиться стъ знаменателя: 


Ф(х:) = Ч(х, бояр +... + Бу) чьььь (%), 


П-: # 


азивнить въ правой части вой степени ха при ш 20 изъ вырвже- 


в1ами черезъ низшфя степени х,: 
п 0-1 1-а 
Хх: - ВХ, Вых: с. ВХ - 8 


0+1 2 П-3 0-2 
жа (аз - а) * (2:8, - а]. = *.,. * аа 


и т.д, и затФыъ приравнять коэффиц1енты при одинацовыхь сте- 
3:65 х.(, х0"*,... х., © =. 1) въ обфихъ часхяхь .равен- 
отва (х); это даеть п уравнен1й, изъ которьхъ опредёляюся Въ, 
Ь:,.,. Бра. 
Примифъ. Привести къ цёлой функцфи отъ х, дробную функцию 
Хх, +1 


2 
жа + 


. 


гд$ х. - корень уравнезя 
4 


х +120 


Здвсь в=&, „ слЗдовательно, 


# 
—— —---- = Быжа + Баха + Бех: -в.. 


Освобождаемнся отъ энаменателя: 
* 4 
Хх: +1 жа + Божа 


+ аж | 


божо + (вом, + (БЬЖЬ, +6) а + БЬ ау жа + (то) * 6%. 
Вь правон части заыфняемь 
же -Ъ, женя: , 
такф что 
к + (ромбы жа * (БН) хь + (Без) ха * В 
- вх. - Ю-В, 


= (Бочь +65) жа + {Б.Б *Ьа) 2 + (+66. ) ха + (6.-5.-6.). 
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Имземъ, ариравнивая коэффициенты, 4 уравненя: 

Л ть +0, =0, В Ты +Ь О, 

3) Ба В - ет, 4) вы -Ь, 1, 
складывая (1) и (4), имбемь Ь, +5 = 1, и изъ {2} В, =-1; 
„вычитая (4) изъ (3), пыбемь 6. + Ь. #0, 6, = 1, и изъ (2} на- 
ходимь Б, = 0; наконець, изъ (1) выходить. № = 0. Извкъ 

9 =0, в =-1, В=1, в =0, 
оэлдовательно 


4 
КАКОЙ бы корень уравиен1я х +Т3=0 ни представляло число х,. 
Доказанную сейчас? теорему иожно прилагать къ вопросу объ ис- 
ключен1и иррацональности изъ знаменателя дробных» вырахев1й 


Пвимиръ. Исключить иррац1ональность изъ знаменателя дроби 
1 


5 = 
У4 + 8-1 
Звизчая, 410 х, = Я удовлетворяетъ уравнен1ю ре -4&=з0и 
вазывая временно 2 - 1 = а, приводимъ къ цёлому виду дробь 


откуда 


8 
+ Бозх, + Бах, + Ба 


= 6х8 + (5,46.а) жа + (5,40. а)х: * Бога › 
но Гы = 4, олбдовательно 
1= (Ъ,+0. а) ха + (Во*Б. ах, + (6, а140,), 
ОтЕуда выфемъ три уравненуя: 
1) Ь, + Ба=0, #1) 6, + 6.а=0 3) Бра + 45, = 1. 
Отсюда В. = - Ба, В = - Ба = 68° ивъ.(3) имвемы Бъа’ + 
+ 45, = 1, откуда 
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5. = 1. 1 = 
она 4х (8-1) , 
‘и далже _ 
: 5+3 
ы = - 2 - 1). 
О" г 5/8 +3 
Ь, = (/2-Ь —- 
Окончательно 


4: — - — _ — 
— = 716 (5/8 + 3) - Я - 88) + 9б- и) 
Я -т 


Разсмотримъ теперь дробную сиинетрическую функц1ю 


_й ф(ж:) 
181 Ух) 
ГВ Ха, х,›.,. Ха суть корни уравненёа 
- 
ха. тах + а = 0 


в докажемъ, что она выражается рацтонально черезъ коэффиц1енты 
этого уравнентя. ДЁйсевительно, выше мы видфли, что 


0-4 1-2 
ях ож * Он, 


причем Бо, Ь:,... Ви_: Суть рацаоизльныя фувкц1и от коэффи- 


„дентовз а, а,,... аа. Поэтому 
о . п в в- 
9 я от... * Ба * Бы) 


За Ь, бу те, Ву, 3: * Пу, 
& ТАкЪ КЗкЕ Зн_.» Зд-а’--. Эа Сами выражаются цвлныи функ- 


°цаями отъ кооффицьентовь 2,,... аи, 10 и вся сумна 
[3 


предотавится радональной функилей отЪ.8:,... ал. 


Дримпръ. Найти 


гд8 х; суть корни уравнен1я 
1 


ца формулам» Ньютона для уравненя х’ +1 = выходичь 3. =0, 
3. = 0, такъ чт0 искомая функц: я также равна 0. 
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Рава 111. 


СВОЙСТВА ЦВЛОЙ ФУВЕЦТИ, ОСПОВАННУЯ НА ВЯ НВПРЕРЕВНОСТИ. 


1. 
Явпрерывиость цилой функуфи. 


Опредвлен4в. Функцйя #(х) называется непрернаной при дан- 
номъ значении х= х., воли по заданному положительному числу 
# (околь угодно излому), возможно назначить такое число №, 
чтобы при вс%хъ |В| 5 №, выполнялось неравенство 


Но: + В) - жк в, 


Теорема. ЦЪлаз функция непрернывна при вояком® конечном зна- 
чен{и х. у 
Во формул Тэйлора инЗемъ 


ь ы [ п в т’ 
Нонь) - К т Ро) * Е + ра И +. 


“9 -- 
м 
В „п 
+ 2 Е), 
Пусть М равно наибольшему изъ чисель 
| (5) ‚Бе } 


д+ь» 


торда 
Ебкочь) - обр 5 ри + ря р, + ыы = 
ЗЕЕ + ры? + +... + [в] 
или, дополнивъ до безконечнаго ряда: 
НЕОла) - Кхо) | ЗС + 16+...) ис 
хол) о {1 15| и. 


Для того, чтобы |#\2+0) - Ё(х5)| била бы меньше в, достаточ- 
но сдёлазь 


Отсида 
М $ 8 - 148 


Цит} Зе 


Если ПОЛОЖИТЬ 


№ утес, 


то можно утверждать, что пря воёнь |В| 5 ., численное значе“ 


ие 
1ЕСхожв) = Ехо) | 


оказиваетая меньше =, 


$2. 
Знаки вначенй цплой функуфи при дооваточно больших и 
досвожочно малыхъ аначентяхь 1х1. 
1вофвма 1. При достаточно большихь значен1яхь К | авакъ ц8- 
лой функция 
а 0Ь-% 1-2 
$0) = &х + Ах + Арх +... * А—аХ № Ай 
й 
совпадаех® со звакомь ея старшаго члена Ах. Представииъ функ- 
цю Ех) вт такомв вид: 


- уз - 


Ех} = А х8 А ..- 1 
№ х №5 х № 8] 


в, повторяя разсужден1е зеореца $ 1, положниь, что У. есть на- 
ибольшее изъ чисель 


А А А А 
ее | “88 |, [42]. 
Ас Ао . Ао Ао. 
сравнивая съ $ 1, ниёемь: здЗоь : = В, в 8 можно взать = 1: 
#=1, 
Тогда, полагая 
А, 1 
о ата, №1, 
№ хо № к? № ях 
будемь имЪть: - 
1‹ 1 
< == -=—— 
]9(х)} 1< 1, 1 = ит 


ТЕМ, +1. 
Теперь [1+ 9(х)] будет больше би, слдовачельно, энакз Ех) 
будета одинаковф со знакомъ Ах. 
Теорена 2. При доотаточно малыхь значенях® |х| знакъ ц8- 


вой, функция о 
а д Ан... + дих, 


< и-к 
г48 К Я п, совпадаетъ. со энакомъ ея младшаго члена А.Х . Въ 
самом д®л&, лерепишамъ Ё(х) такъ: 


п-к Аа А-а а. „ № к 
#(х) = Ах [Аа лава еж] ] 


к 


Обозяачииь скобки {[....] черезъ ф(х). Пусть М, есть наиболв- 
пее. изъ чиселъ: 


ве 


Вд8св иы можемъ положить х= Ни Е=1, и согласно раасужда- 
нуям® теоремы $ 1; получимъ; 
44%) 51, 


Аа 


И - 


если взять 


| 


№ +1 


тогда будеть 


= 79 - 


Т+о(х) > 0 
0—2 
я знакъ Е(х) совпадеть со знакомъ младшаго члена Ах’, ав 
случа8 КР в - со знакомъ постояннаго члена. 

Слидотатв 1. Боли х = а предотавляеть корень функцёи Х(х) 
порядка кратности К, то при К четном® функця Ех) не мЁняоть 
знака при переход®в черезъ корень, т.е, Ека-Ь) и Гат) одного 
знака; еоли же К - нечетное, то фуякц!я Ех) мёняеть знакъ, т.- 
8. Р(а-п) и Е(афп) разных энакову. 

Дайсчентельно, если х = а есть корень порядка кратности 
№-го, то сама фуякц1я и (&-1)} ея производных обрашартся въ 
нуль при этоиъ значени х, ч.е, 

: ха ‚ 
(ау = Е Ца) = "аа, о (9, 

к 
но { (а) не = 0, Сяёдовательно, разложен!е функц]и будех$ та- 
вов: 

. к+ в 
. ГЫ к : + | в 
Какв) = т ЕЁ (а) + а. Е (а) 


а ..... 


По предндущей творемй энакъ Е(а*0) совпадаеть 00 ввакомъ 
(0) 2“ (а);позтону, если № чвинов, то, будатъ лн В положитель - 
выМЪ ИЛИ отрицавельным», знань Е(а+в) и Ё(эа-1) будезь одинаков 
66 знаком #{а), Боди же К нечетное, то знакъ Е(а+Б) одинаков 
0 внакомь Ра), а знак Ё(а-В) противоположень знаку # (а). 

Сльдотвзе 2. Воли хз. а.есть корень функции 24$) любого 
порядка кратности, то стношен1е = при перехода черезь. нуль 


изняезЕ знаке всерда от - нА +, те. 


Доказать это можно на основанфи форнуль Тейлора, Положимт, что 


х= а есть корень порядка кразности К. Тогда 
к К+а 


Е = В ы — кз Фо и.о 
Нат) = т ? {а) + ЕО о ца) 
. #3 ы 
[ к В оси 
Е" я Е Е (а) фон 
Е ажь) бет (а) я 


откуда 
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в (и Во ска 
бань) ЕГАЕ (а) + РО {а +....,] . 
С . вы к а. 
ВЫ ® ое +... 
м + 
_ Ра ® ДЕ м... 
Каз аа. 


8$ посладней строчкв второй иножитель (вторая дробь) по- 
ложительльй, такъ какъ при достачечно мальхе (В) знакъ числи- 
к 
теля и знаменателя совпадаеть со анакомъ # (а). Поэтому 


Р(ажв) , | ь й 
Раз) имЗоть знакъ х „ т.а. 

ы (ав) веть в 
Е ав) вызетЪ знакъ р ‚ т.е. . 


(9) >= 
Рдавныя свойсива непреривныхь функцта въ прилонени 


иъ уплымх фуниямт. 


Основное свойство непрерывныхь функц, Если функшя у 

= #(х) есть непреривная функц1я, когда 

азхсь, 
$. 6сли назовеня 

Ка) А; Ко) = В, 

т9, каково бы ни было чисво С, лежанее между А и В, воегда кай- 
дется по крайней мёрё одно такое значене х= ©, содержащееся 
между а нь, что: 

(с) = С, 
т-е, функц!я переходят отъ А къ В черозЪ воз процежуточныя 
значення между Аи В. 

Вх частности, если А > О, В < О, С можемъ язять равнымь 0» 
т.е, если (а) и Е\Б) противоположныхь знаковъ, то между а и 
Ь содержится по крайней ымёрЕ одинъ корень ураваен1я: 

Ех) =, 0. 


Это послёднее свойство можно самостоятельно доказать для цфлой 
функция въ вид® теоремы. 
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Творвма. Воли Е{\а) н Р() оказычаются протавоноложннхь эка- 
ковЪ, то между ан уравнене Ё(х) = О вифеть нечетное число 
корней и сл&довательно, по крайней ивр одинъ корень. 

Пусть х., х,,-,. Хо будуть вещественными корнями корнями 
уравненя 


Равложивъ #(х) на иножителей, моженъ написать (предполагая А. > 
0): 
Рок) = доке) (Хр)... (5-Х ,7(Х) , 
гд8 ф(х) представляеть произведен!е нножителей вида (52 ржа}. 
Какъ было показано ранёе въ глав 11, $5 при воёхь воцествен- 
ныхь вначеняхь х 9(х) > 9. 
Подставниз а вм8сто х, имвен®: 
(а) =. Ао (а-я: а-х,)... (ах) ф(а), 
Въ послёднем® виражен1и знакъ Ё{а) опредфлится числом отрица- 
тельныхь разностей (а-х.), (а-х,)....(а-хи}. Пусть  будеть д 
такихъ отрицательныхь разностей; тогда знакъ Ё(а) будегь {-12, 
и а будеть представлять число такихь корней среди Ха, К», ...Хц» 
которые больше а, ° 
Подобныиь же образом 
(6) = ю(в-х,) (в-х.}....(6-50) (0), 


причеыь 4, О и9(6) > О. Если обозначим черезъ В число кор- 
ней, которые больше 5, то зязкъ функци Е(5) будет? (-1)°. Оз- 
а-В (а) 


ношен1е гы имфеть знакъ (-1) › но НБ < 0 по ублов1ю; сл8- 
довательно, разность (В) - число нечетнов; разность же (а-В) 
предотавляеть число вещественныхь корней уравиензя Е(х} = 0, 
закинченныхь между а и В, такъ что число эзияъ корней - вечет- 
нов, Из этой теоремы вытекають два слфдств1я 


бСятдсив1е 1. Всякое уравнензе Ех) = О’ нечетной степени 
имйеть по крайней мзр8 одинь вещественный корень знака проти- 


воподожнаго внаку отношен1я послёдняго козффищента къ первому 
А ов цз 
—В ..Нодожимь Е(х) =. Дух + Ах +... * Арай * Ад. 


о 
Для доказазельства равсиотримъ радъ значений хи соотв = 
бтленныхь эначенай Ё(х): 


®КУРСЬ ВАСШЕЙ АЛГЕБРЫ" проф. `А. 4. АДАМОВА, 4истъ 8, 


- аа 


знань Их} 


А: 
Воли > О зори А, орхого звака, ололоватазьно, мехду 


Ао 


-° и 0 содержилоя по к; ну коревь (отрицательный) 


А . . . 
воли ив г $9, Ап 45 протавоноложингь эпаковъ и корень 


фунт н би 1, тов. пододятольвай, 
Сльдотвте 2. Взакое уровивизе Ё(х) = С четной степени, въ 


ноторонъ отноленле 


Е. 


со 


бо 
нуфегь по крайней уёр? два вомествевныхв корни противоположных 
знаковт {положнузльньй и отрипательный } 

Составань опять таблину значений ки Ёх, 


х Г 5нака Ех) 

И ОИ 

—= [лез да $ корень 
в 

э Ав 

+= знак А5 }: хорань 


Текь какф йо и Ад разных: знаковъ, то между -° и О и иаяду 
О и += содержится по крайней ыфрф по одному корню. 

Ивь свойства непрерывности цзлой функцАи нытекаеть таке 
жеорена Волая: если для НЁлой Функция Ех) оказнвается Та) = 
= К} то производная функная # (х) по крайней изр8 одииъ раз 
обрещается въ нуль при 

а<х<ь, 
Дайствительно, всли яепрерывная фувкцёя Ё(х) ле остается пос- 
тоявной при а5х 5, то иаь условая Е(а) = Е) — неизбдино 
ол8дуеть, что она имбеть один? или нечезное число ыакоинумовъ 
или минимумовт при а<хчЬ, Пусть х = х. один паъ  закихъ 
максимумов; зогда (ко+П) - Е) ЗО 


и (в) - Ию) 50 
при достаточво малыхь значен1яхх положительнарРо Ь; отсюда 


хо +В) 


пред. 
1 
} =0 1 


У 
$ 


но такъ какъ производная цёлой функц1и воть хакже лая функ“ 
Я1я и, какъ таковая, остается непрерывной, хо оба предёла дол- 
жны ить одно и то хе значенйе, равное Е’. х.); лоно, что это 
Ех.) должно бать = О, такф какъ но (1} выходить Г’(х,) 80 

и по \2) ы зо. 
(Разсуждене языфнится только въ знакахт неравенства, если 
(хь) минииумь функций). Нтакь, доказано. что 1'(х) =. 0 при 
Хх =. хо, Которое заключено между ано. 


Слидотвав. Веря Е(а} = Ё(0} = 9, ножек изъ теорены Ролля 
заключить, что между каждимя двумя посладовательныый корняии 
уравиен1я Р(х) =, О содержится по крайней мёрф один корень 
уравнентя 


Е (х) = 9 
Озсюда легко доказать олёдующую теорему: еслн уравнен1е 
Ех). = 9 


стенени 0-ой ныветЪ в08 п корней зещественные, 10 и каждое из® 
проязводныхь уравнен1й 
0-2 
= 0, Е) #9, ... Е (зо 
имзеть всё свои корни вещественные. Пусть сперва #х) = О иы\- 
втъ в0Ъ корни различные: х = У,, х.,.,. Хи; тогда, по предиду- 
щей теоремй, вв каждомъ иоъ (1-1) промежутновй (х....Х»), (Хь. 
ежа) 6. Орде Хо’ Уравнен1е Ё'(х) = О симфетЪ по одному 
корне. слёдовательно, во его (0-1) корней вецествениь и раз- 
личны. 
Пусть теперь уравненае Ё(к) = О имфетъ кратные корни 

х =. х, порядка К. , 

ха. & " к. 
п ка, 


х 
причем К: * К, * ,.. ШИ. Тогда, по свойству кратных коу- 
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ней {$ 3, гл. 11) проезводкое уравнене 2'(х) ныфеть корень х = 
= хз порядка К. - 1, кя х, — порядка К, -1,,.. х= хд поряд- 
вв К: - 1; Кромв хоро, въ кеждамь изъ (1-1) промежутковь 

а ьй, (Нине), 4.8 (Хуа. Жы) 


О ниызетт зав 


ЮВ 


уравнение Ё'(к) по одному корни, а воего мы 


насчитали 
(ы-0 + (О +, т) + ще в-1 

вешестренныхт корней, олбдовательно, всё его коряи вещесявенны. 

Факъ какь уравнен1о 2'(х) = О пифот® вс8 корни веществон., 


ви 


с вго произродная Ё"(х) = 0, по доказанной сейчась тоорена,. 
инзеть также всё корни вевосевенные и т.д, Какт интересвый при“ 
иБрь, отызтимъ тавъ называемые полиномы Лехандра, опредзляеные 
условзенъ: п 
Вх = А ЦА" |, 
вх 

{А постоянное), Такъ какъ функщя Ё(х} = (22-1)7 .. степени 20 
- ныфеть воз” 2п корней зеществойяне (о корней к= +1 ип кор- 
ней х = -1}, то производная & (121) будеть имфть также 
всф корни вощественнне, именно: коренв х = -] порядка (п-1)Г0 
корень х = +1 порядка (п-1)-го я 1 корень чехду -1 и +1; вто- 


рая производная а2 


будеть вифть корни х = #1 оба порядка (0-2)-во и еще а  раз- 
личные корня между -1 и +1, ит. к. Дойдя до 1-ой производной 

тв. Ро(х), убёдиися, что она уже не инфеть корней хч+ Тв 
ниЗелть п вещественных и различных» корней, содержащихся между 


-1 и +1, 
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РЛДАВА И. 


ОБ{Я НАНБОЛЬНТЯ ДЪАНРЕЛЬ ЦЗАЕХЬ ФУНКЦТИ й ВРО ЗНАЧЕНИЕ 
85 ВОПРОСЕ 0 РАЗЕСЕАЙН ЕРАТНЯЛЬ ХОРЕЕЯ УРАВНЕНТЯ 1х) +0. 


У 1. 
Два способа нахождензя общезс наибольвато Фёдителя. 


ОФафедплен1в. Бели дв пфлныа Функои ВЯ) и ф(х} дВлатся 
без остатка на зретьь функц? у(х), то она назывветея ихЪ о6- 
щим дЗльтелень. Общ1й дфлитель наибольшей счепени яазыкавтся 
общим наибольшим д®лителеиз. 


Свособъ 1. Вали Ё(х} и Ф(Х) 06% разложены на множителей, то 
общаЙ наибольш!й дёлитель ихъ равняется произнеден1ю общихъ ли- 
нейняхь множителей, эзятыхь вь наименьшей стопени каждый. 


Слособъ 2. Воли разложен1в функцАЯ на линейные множители 
неизв отно, то общ1Й наибольш1Й дёлителе мометя быть НАЙ ДОН. 
путеыь вослфдоветельнаро дёлен1я. 

Положимъ дня опредёленности, что степень 2(х) будеть в, & 
$0} — а., причень и> №,. Тогда, произввдя дёленаАв, можем пя- 
писать 

Ех) =, (я) 420. + к. (х) 
откуда легко заключить, что общай НанбольшАй дёзитель функцай 
Е(х) я $(х} равен общему панбольшему дЪлитолю функийй 4х) а 
Еа(к): 

О.Н. Д.Е, $] = 0.Н.4. 4, 54|. 
далве, дёля $(х) на г.(х), найдома: 

фз} = иж аз) * гь(х). 
Подобно предидущему, получим; 

О.В.Д.[щ, к; } = 0.В,А та, га], 

ватвыь двлимх г. (х) на Ге(Х), 

г. (Х) = гь() ах) + гк) 


озкуда 
Ок, Е} = О.Н. А к, ка|. 
Продолжая ден днафе завниъ же образомь, мы замчаень, что 
т, 9» Еле Ги» Га зан, 


ннин убинеющики отененай, и каядый разъ 16- 
ней ыВрф на эдиницу. Пру этомь возможны 


предотазля 
пень убрвает 
два случая: 

1) Дилелфе аакенчиезатся при накоторонъ дзлитела гк (х) ств- 
деви 1-1 или пыие, факъ что 


ъ во кра 


Так) = аа) - 
Форда 
а: ге = 1-0 . = 
ЯН на м О.В. а РИ] = 6х), 
э. Е, эра 0. 
Вф эчомъ случа {0х} а 9х) иылють обЖЕН нанбольшай  дВличель 
х( =), 


#8) Деле заканзивается только тогда, когда носладь1Н д 
дитель постоянное чисзо. Эль постоянное число в будетъ общиит 
ваибольшимт даигелемт; тогда фулицаи Ё(х) и (к) — казываются 
взаниио-проетани, Чазь наАКЪ У Вояких»ь ДОУХЬ фуикцЕЙй 10008 пос- 
чояннов число номво очизорв общимт длителеит, Наприм® ру: 

бк ва Би” + к + и) 
чета БИ). 
\АивлогАя 5 знсдами: у внаинночпростихь чисель оби18 наиболье 
41й дфантоль сазонт эдидица, у сзаинво-простнхь функций всякое 
постоянное число есть 00и18 неибольш{8 дёлизеле) 


а. 
0641й наибольнай дълипель цплой функ и вя производной 


Предположим, что функцая степени п-ой 
Вок = Аба) Ябинь) в. бкеИ^, 
Црологарифиируамт вто выражен1е: 
108 Вх) = 105 А+ а 10-я) * В ох) +... * А 19#(х-1). 
Дифференцируя зам об8 части равенства, мы получаем: 


откуда вкводииь: 
2 (х} =. Ех) [-- 
х 


а 


Торда 


= В.А (жа) -6),,.. 1. 
#15) = В.А а) (5-е)... же Ь) + 
$ З (жа) (9-0) .... (1-2) +... 


+ А-а) (4-67... (як). 


Сравнивая © в1н Ех) и $1), мк видинь, что С вать об = 
81й двлитлель этих фуцкн!И, докакент, что 0 вотё СОщй ит 
больш1й дёлитоль. Вь самомъ дЪлф, въ функизь 200} крой О вхо- 
дять только линейные ннокителя (5-2), (1-0),... в т.д., садо“ 
ветельно, вели бн бяль вовыожена оби дЁдитель вксшей  стеае- 
Ни, Ух р, 0 снЪъ долженъ, Сревзинтельнс СЪ 5, содержать еще 
одинъ или яЯсколько лишних мнахизелой язь числа (к-а), {х-Б; 
зат» ВТ. Дь | 

Но Е'(х) ие можеть ДАлнтАсл на дёливень ввон 
уакъ вакз, асли тавОй случай возуожены, то скобки {....], ихо- 
дящя въ Е'(х), должны флитьоя о одич» нэъ хножителей (х-а) 
(я-р)..., И ч.4. что, очеведно, невозможко. ДЯНствитеньно, уб- 
довЕе дёлиности, чепримёра, ва (х-а), состоить в тома, что ре- 
зультать полотавовки х = г доливнь равняться пуль;  эторо в% 
данноц® случа» инфа, вотому что при ха сзобки обречаюяся 
въ 


в, 


а(а-6} (аа), в ‚(а У, 


При 


гда ни одигь из иночрталой пе раванъ иуяя. 
В(5-а) (8-6)... 6-1) + 


лм, о ра 


.... И 1.4. Пн Хх 
(1-8) (4-5... 5-8) 49 
така, мы рокавали, Что 0 воть оды ввибольш АН двлитель 
фувкял в. Ех) в Ё'(Х). 
Слпдотв!з. Воли Функция Ех) к ("(х) - нааинко-провтыя, 79 


уревненяе Ё(х) =. 0 не инфеть кралныхъ корней, н обратно, если 
функия Ех) пб яыфетъ кратных корней, то общёй наябольш! 
дёлитель функц:й Е(х) и ЕЁ'(х) есть число востоянное. 
Ирякая теорема. Воли фувкийи Ед) и Ё'(х) взаинно-простыя, 
30 О =, 1, (920 ножно положить, такъ как» 0 - какое уводно вос- 
доянное число). Но ны видёли, что 
#-х а А-ь 
ое реа" ньдВ Т.е, 
откуда влёдуеть, что 
Ве... А =, 


оя въ сияздующемъ вид?! 


= 


и функыя Р(х) перенишет 
Их) = Ала) к-6).,., (1). 
1.6, 50% корни простне. 

Обратная пворема. Шолна 18 =1,... А =4, 1.в. Вх) не 
ныфеть крахньхь корней, то выходить, 410 0 =. 1, а позону фувк- 
щи Ех) и Ё'{х) - взанино-простнья. 

Зампнонтв. Для рёнен!я вопроса о томъ, вызеть лн данное у- 
равиен1е (к) = О кратные корни, нужно составить общфй наиболь- 
ый дёлитель фунецай (х) и Г’ (=) помощью послфдовательнаго дё- 
ден1я, Воли этож общ1й каабольшаАй дёлитель есть число посто- 
янвое, то ЁР(х) = 2 не ичжеть кратныхт корней. Если же этот об- 
д1й наибольш1я дфлитель будетъ степени 1-й или выше, +0 часо- 
ное отъ дёленя $ представляет произведен1в 

,: 
(х=-а)(х-5)....( 1), 


1.6. линейныхь чнохителей, соотвётствующихь различнымь корнямъ 
уравнен!я #(х) = 9. 
Прижеръ. Ех) = жк + 1, Фребуется узнать  инфеть 
ли функцяя ЕСх) кратные корни, Составляень производную 
(к) = 3х7 = ах - 1 
и дёлимз Ех) на Г’(х)... и тд, 
хх 357 - 2х -1 
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—Зх* > 3к +9 


- 8х +8 = - В0-ь) 


Здфсь мн иногда вводили нёкоторый иножитель;: отъ этого ивыёня- 
лось частное, которое намъ не нужно; остатокъ тоже получаль но- 
вай постоянный нножитель; общ1й же наибольш?.Й д®литель не нз- 
ыбнялся. 


Итакъ 
х-1=0,Н,Д.[Е, Е'}. 
Сл»довательно, уравнея1е ЕС) =. 9, иыфетф кратный ‘ворень х=1 
второго порядка (5-1 = 1, д = 2), а потому Р(х) дзитоя ва 
-ы 
тр 2+1 


х*1 


Итакъ 


У 3, 


Приввдвнфа уравненая съ кфатнини корняни къ систеип уравненла, 
изъ которыхь каждое имтвть полько простыв корни. 


7ворена. Упомянутое приведенае выполняется путемъ однихь 


только алгебувическихь дёлен1й, Пусть Кх) = 0 ^давная функ- 
в3я, Вя проотые корни пусть будут: а * , а: ав ень, 2 


Составинъ произнеденте 


(+) (12). 


< (а) оная наб) = ж.. 
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Двукратняе корни #(х) пусть будуть 


р, ко. 


...} 
Обоставимь прокзведен1 в 
жа) (ха (2) 
на: *°) (5-57)... ах, 
Трехкратные корни Е(х) назовем 
253), а), а(°).... 


И ПОлОЖимЪ 


20а) (=) 


{к-а, (Ха: 


хз 
нтд...,, 
п’кратине корни #(х} обовначииь черезъ 
(8) (и) 5} 
а га; °, В ро 
и полОжниь 
В т. 
ас (ков)... жа. 
Форда 


- й 
(Х) = 1.2. 4... К 


Отсюда накодимъ, согласно формул для О-В. Д.Е, 3 2; 


0, «ОН. ДЕ, = в... мт 
0, = 0.1.4.0.) БЫ я ж,. м... м * 


- Ха 


ба я О.Н. Д.О ь! = ЖИ 
Пи. = О.Н. 4. бб а: = Жи 
Ош = 9.Н. д, (О... 0..1 = 1, 
причемо функыи 0., 0,,....Он., могуте быть найдены способом 
посл довательнаго дфлен1я. 
Затвыв яыполнимь сл%лующ1я дзлензя 


+ = 

5. = 0, = Х: Хо. Яве. Хи 
р 

Ри =, 0, 2. Ха. Ка, Ха» Ха 
0 

5 = Ця Жи... Я 

О 

И = Чщ.: = Хр. Хы 


в 
4:4 5 = 
а бат ж . 
Наконеца, повия дФлен\я дадут. нам венозбозния функцти Х:, Хр 
Ка, | 
0 @ 
у ен У ах 
5. = 75, О-В 
аа 
7, №1 ^ Ха 


Очевидно, чта Е(х) = О распадается на онотену уравненй: 
0, №30, 0... ЩО 
БАДов ИЗ которыхъ инбеть только простне корни. 
Дринарь, . 
ах ох ах, 


Ваходинь функийю О: р 
В, = О,Н.ДИЕ, Е}. 
Цилень производную от. Г (я) 

2 (3). =, В + д в чая + 1, 
Поелфдовазельнымь дёленге (хх) на Е’(х), помноживь  йреднари- 
теявно #(х) на 5, чзобь избжиать дробныхь козффицентавь,  ка- 
ходим: . 

Е А а #2 : 
5х + бк -.Юх - 10 +516 


8 & „..® 2 
5х 4х - 3х с 4+ Хх 


ЗО в чает. 


Продолжая поолбдовательная дёлен:я, будемь дблить &'(х) на 
(= + 4 х- 1), опубкая ‘пословыный нножихель- 


Итакъ, ми получинь: 
0, = О.Н.Д. ЕЕ, Е'] =. вене. 


Веремз производную оть П.: 
Ор к + 24-1 
ий составиць 0.В.Д. [0., 04} = Вы: 
Зе + 3" 3-3 | 35° + 22-1 


3х - Зк-8 
3 + 2—1 


= Вх -8=- вЫ 


Продолжая дфлен!е, длины 3х 1 3х -1 ва х%1 


Зе ка | х+ 1 
| З-1 
= х-1 
= 1 


чак что 
Г; = О,Н.Д.[0., 9:] = х+ 1. 
Чакъ какх производная отф О, равна единиц, то 
Сы = О.Н. В,, 0] * 1, 
Косда числа [ составлены, составляень числа 0: 
9. = ы 1 
В 


у. ат 
$ 


Далинъ Е на 0. :. 


5 4 2 
хх ах ахти реа 


хх +х -к-1 х+1 
х тх — 
ах -1 
-х-т 
= х-т 


Во числамь 0 соотавляенъ числа У:, 


таня 
2 
5 -- 
т 1 
у важеаея . 


Озсида 
0%) = к... ка а (1) °(1+1)° = 
О 2 
+ е-О а = О - ай + ПИжО = 
О. и 
Звачить уравнен:е Е(х) распадается ка слёдующуя уравненёя: 
х, =х-1=9.. 5, 8-хь Кратные корки. 


Ж=к+1=0.,.. 3-жв кратные корни. 


----00000---- 


РААВЯ Г, 


0 УЯСЯЕННОНЬ РЙВЕТН УРАВНЕНИИ. 


53. 


Повдиле вецеспвеннихь корней уравнея1й. Сповобъ Ньютона вая 
нахокдензя вчсиазо предпаа положительныхь корней. 


опредвленае. Если вс% положительнне венественные корни дан- 
ваго уравненая #(х). = О (лЕвая часть иёлая функизя) содержатся 
‘ыежлу числами 1 в [., такъ что каждый коренъ удовлехвораеть не- 
равенству: . 

хо 

зо 1 и Г называются соотвётетвевно низшииь и выстиут предфла- 
ик полозительныхь кооной, 

Воля во отовиательные корни содержатся межхлу числами - 1, 
и - [в, 10 эти два числа вазывактся предёламя  отрицательныхъ 
корней. 


Замжчанзе, Постаточро умзть находить высизй предёлт положи- 
зельныхь корней уравненуя, чтобы найти визи1й предфль положи - 
зельныхт корней и 068 предёла отрипательныхь. 

1) Въ самом пл, положимв, что у насъ иызется уравкензе 


Ех). =. 0 


й мы умбвмь найти | (высщЁй прелёль полохительныхь корней}. То- 
гла ин найдеиь и } , цля э5ого положимь 
у 1 


х=- 
у 


Тогда, если Ё(к)’ степени п-й, то получииъ 
: 1 1 
Е(х) =. 1(-) =, 5; 9()> 
У ‘У 


гл& функия Ф(у) - степени л-й, 

Уравненае 2(х) обращается в® $(у) =0. 

Приивнземь способъ для нахождензя, выстаго предёла положи - 
тельныхь корней къ уравне1ю $(у) = О. Положвиь, что высшёй пре“ 
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дёлъ положительнихе корней его булетх М, такъ что 
У<и 
: <; хх ь =. 1 . 
Это и есть ниэш\й арадёль положительныхь корней, -такф какъ 
вс корни > }. 
Позмотримъ, какъ найти предфль отрицательных корней, 


Отоюда ваходиит,. что 


#} Имен уравнение Ё(х) =.0. 
Положим. 

х=-у. 
Тогда 


(к) = ЕС-У) = (У). 


Уравнензе Ё(х): =, 9 равкосильно уравнезв у(у). = 0. Для урав- 
нензя У(уУ) = 9 мы умемъ найтя предфлы положительныяь корней. 
Пусть это будут М: и п:, твкх что 


гогда выходить! изу; 
мч -х М; 
тацимъ образонъ корни х будуть содержаться въ такихъ предфлахъ 
ах >. М, 
-М. и -в, суть предёлыь отрицательныхь корней пеувоначальнаго 
уравнен+я. 
Покажемнъ способ нахожден1я числа Г. 
Это и будеть способъ Ньютона. 


Способъ Ньктоне, Рвофена. Воли при ха {2 > 0) окавывают- 
ся в08 чноль #(2), Р'(а), Е" (а)... Вау 


ве отрицательными, то число а можно взять за выси}й пред%ль по- 


лежктельныхь корней. 

Въ самомъ дл, легко показать, что въ этомь случаВ ифтъ 
корней больше :а, 

Положим хз а В, гд8 НО. 

Тогда по формул® Тейлора: 


#(®) = {ань). = (а) + (о) + 


м п 
+ нее +) >. 0. 


Вс коэффицзенты могут быть нули кли больше нуза, но посл д- 


. #* (а) + 
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в)й всегда больше нуля, сл®довательно: Ё(аз!) > 0, и при х>а 
корней уже не существуеть, такъ какъ Р(х) все время остается 
прих>ха положительной и въ нуль не обращается. 


Прин. 
5 з 2 р. 
Хх’ - 75° + 2х" - 3х +159. 
Найти высший предёль положительныхь корней по способу Нью - 
она, боставляень ряль производнихъ 


(к) = кб = 7х8 ь 2х* - 3х +1 
(к) = 5х“ - 215% + 4х - 3 
= 104° - 1х +2 


и 


19° -7 


=. 5х 


У) 


1.2.3,4.5 


Теперь составим такую табличку, гл для Ё, Ё'.,.. пивему 
только зивки. 


о + т = 0 +. 
1 - — м + +. + 
2 - + + + + 
3 + + + + + + 


Начиная съ х = 0, составляемт значення функц: #7 (9),2' (9), 
"1 (0), до твкъ пооъ, пока не получится отрицательный. знакъ у 
тогда переходим въ х =, 1 и составляемъ #"' (1), Е" (1), пока 
не получится отрицательный знакъ; зат&мь переходимь въ. х =, 2 
и составляемъ Ё" (2), #'(2), Е(8), пока не дойдем до отрица - 
тельнаго знака; наконець, переходимь кк х = Зи 2(8) выходить 
‘подожительная, тахъ ч10 х = 3 цаетЪф знаки + дия во%хъ функций 
И потому к =. 3 служит вюсшииъ предфломь положа - 
зельныхь корней, 

Здьсь полезно ознакомиться со сабдующимь прфемомь, упрова- 
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Юцимь подотановку въ ум частнаго знечев1я въ цфлую функцию 
Напринйръ, въ функцию 
ом = 10°. - 21х +.2 


надо подставить х = 3, Пишемъ 


[10° - 21к 2] ее (2(105° - 21) + ] аа = 


лри ЕР 
= [19х + 2] и, = 40 
Подотавяиь х= въ функцию 2*(х)1. 


2х) = 5х = 2152 +чах - 3 
Пиюемъ:. . 
(5* = 21хе + 4х - 1 дзат (2 (65° - 21). + 4х - Зе = 
= [- же + 4х + З] уши= Ск +4) -З] ишат [ак] и, 2.1. 


при Х=2 


Составимь еще #(2) в Е(3): 


[#(2): =. [х8 - 9х8 +25 -Зх +1] у.е. [х8 (х2-7)+2х*-3х+1] 
=. = 


х=е 


=. -Зх° НАХ 3х +11, = [2 (- 5+2) - хз 1]. = 
х=2 


=. [-45° - 8х + уда = [5 (- 548) 1 1]. 
к== 


мени, == 21. 


#(3) = 48(х°-7) + 2х? 2 Вх += 25° + 257 = 8+1 
х=а 
1= 8х* - 3х +1 = х(8х-8) +1 = 


хяз 


= х*(2х+2) - 3х 
х-з 


. 


тов 64. 


‚Заипчонв. Мекду 2 к 3 содержится один корень, так какЪ 
знакъ Ё(х) мяняется, Для нахожденфя низшаго прелёла подочавля- 


вуз 1 выбсто д: 1 
у х =‘ 


еее равен ненсее 


Курез "БЕСИБЁ ЛАГЕБРЫ“ пбоф, 4. А, Адаиови, а. 
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$2, 
Вучислен1е соианириных нофней. 


Способъ Рорнефа. Корни численныху уравнен1й раздфзяются на 
двё категору и: 

1. Сокзийримке, которые предотавляють ивъ вебя: а) иблья 
числа и в) дробныя числа, 

2. `Насоизу®риние, выенсляемые приближенно, 

Въ 510м1 парагреф® чы будемъ говорить только о корняхъ пер- 


вой категорза. 


ТРвофеко, Исли урарненле 


на 


ХВ +. дак! + Ах 


я Арх + 5,0, 
вз котороьт коэффивЗенть вов хП равену елиниий, в остальвые - 
зясла цёлыя, иыЯеть соизыйримые корни, тс они могутф быть толв- 
ко цёльии числами, а 
Предполагаемт, что уравнен1е нифеть дробняй корень х= 5’ 
причемт числа зи В - взевуно- простня, Тогда результать под - 
становки виёсто х эго авачен1я Ё полженъ бнть равент вулю: 
й 80-' 


& 
ув * Арт * с АВ + 0, 


Вомнохимъ 068 части этого тождества на БА, получаем: 


ай = 6 (-А, 20-2 дай... = Ао" } 
или, обозначая черезъ М число въ окобка, 


ай = Ьм, 
гл М - число ЦАлсе. 
Выходитт, что 20 лёлитоя на 6, но тАЕФ какф аи $ взаныно 
яростын, то н аб ве иЗлизся на 6, слбиовательно незовыожно де- 


пуютнть корень ввда ха 
ь - 
Деофема, Цоли` уравненле. 
Дохо + баки + Др +, Я йшХ + Ар 20... (а) 


въ котороыъ вс кооэффинзенты числа сёлыя, пыбетъ соизыёриыие 
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корни, то пахожден1е ихъ иожно привести вр опредфленю ифлыхь 
корней нёкотораго другого уравненфя той же стенени. Для этой 
цёли, помножиръ уравнея:е (а) на А.”', получвыт: 


(вх) о + А. {Аож) т" + АоАь (дох) 0 * +... +8 бб 


Введемь новую перемённую у = 455; уравнен{е примете валъ 
у Дау + Аду +... + Др доу + дот = О. 


Воли новое уравьей:6 икфеть соизыёриише корни, сто сви мо - 
Рут быть ТОЛЬКО иёлыми, согласкс предыдущей теорем$, 

Пусть Уу;, Уз, Уз..-. СУ?ь цфлые корви этого уравнензя, тТо- 
гла соотватотвующ1е корни уравнен1я съ х будут% Ха, Ка, Ха... 


у: у: 90 
х.з 51 2 22, = 
3 Г 2 Ги № 
в$ силу равенства у 
х= >, 
Ао 


Заипиан4е, Такииь образомт, если мн умфемт найти ч®дые кор- 
ни уравнен1я, то этзит самымь ыы умФемъ олрелдёлиль вс$ вообще 


соизифринцые кори 


бпособъ Рофиефа. Цля нахожден1я цёлыхт корней, предотавимъ, 
чт0 у насъ кийзтся функнАя 


(к) = ХИ АИ + Де а... т вх + В, 


ГВ Ах, Аз, В, -... Аи — ЩЖЛЫЯ ЧИОЛВ, . 
положимь, что Е(х) ивлимт ва (х-а); честное будежъ функнзей 


степени (п-1)-й: 


— а 
ХПИ + ВкИ +... * Вунах * Ву, 
Остаток пусть булеть Ву, Кифемт тожрестго: 
ХИ дах + Дьий +..... Йо х + А, я 


= (я-а) (ке + Вхй-* а Во... Вы) * Ви - 


Сравнивая коэффицфенты при одиваковыхь степенях х въ лёвой 
н правой честяхь получениаго тождества, нифвиз 


(1) 


Перепишеиь светену (1) въ 


Ва-, 


(2) 


Въ систеий (2) всё козобишокты Р - числа п%лыья, независимо 
.отъ чого, выполняется ли канёло ‘дфлене #(*) на {х-а) кли ЕЁтъ 
воли при томе лёленфе выполняется, то 3, = 0, Поэтому можно 
утверждать олблующее: если х = а есть излый корень уравиен:я 
#(х) = 0, то должно быть 

8 
1) В, = - -0 ‚т. в, а должно быть дфлителемъ Ар 
2 

8) Послфдовательные кооффицфенты Ву», Ву... В:; ВЫЧиолен- 

ные по формуламт (2), должкк быть ифльни числами 


8. -А . 
3) Посаёдвее частное —*——* должно быть равно елиниий, 


Обратно, если эти три услов1я выполнены, то 8 = 6, и пото- 
му лвленае #(х) на (х-2). выполняется надёло, Отовае вытевоетъ 
правило ‘вахожденйя нёлыхъ корней уравнен1я 


Правило. Иля неахожденая ивзлых» корней урэввен1я #(х) = 0 
зужно иопызнвать всё делители числа А, ЗЗятуе 60 зи&комт + или 
-,`й 18 13$ виха, которые выполнякть условйе (2) и (3), будуть 
пёльмр корнями; при этомф ‘число яспытан1й конечно, 


Звипчан{е, Число а не исжетт.быть цалыыЪ корвем® уравнея1я 


#(х) = 0, если г я ----- оказываются числеии ненёлыни 
Въ самому рлф, ‘если а есть корень, то Р(х} длится на х-а: 
#() = (м-в) (*), 


причемв $(х) иыфетъ воё коэффип{екты цёлке 
Полагаену х = +1. 


#(41) = (1-2) (41) 
озскда 
2 о а 5 
= $(+1 исло плое, 
Полагая х = -1, получим 
Е(-Ю) = - (14а) С1) 
#(-1) 
и” *- $(-1) - число ивлов, 
Е(+1) #(-1) 
Поэтому, если = и > - кепблыя, 10 & ве иожете 
2-1 2+1 


бытв корнемъ #(х), и его можно не подвеогать исинтавзю ва пра- 
вила 2,3, 


Иризиро 1, Возьиемъ уравнензе 
2 - ЗВ - Зе + 1х 60... (1% 


З5сь Ар = -6 ; его лёлителя +1, #2, #3, +6. 

Наы® нужно слёлать всего 8 пробе 

ВывснвавиЪ вс козффин1евты подрядъ; если нёноторые коэф - 
фацленты нули, 70 ихф токже надо выписеть, чтобы полное чколо 
ях$ ‘было (0+1) лля уравненая степени п-ой, 

Иижеыт: . 
1 -3 -3 
1 -2 48 

3 


‘Справ отъ черты мы пишемъ кспвытызаенмыя числа, сначала поло“ 
кительныя, а потоит отрипатольныя. Испизываемне сперей #Я1. 
Ваявт послёлнай козффинлавтк -6 (состав тоя вуюнАй А) в рва 


ливф эго ва 1 (2а}, пншемф засллое 0$ обратяымь. ввакомь 
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{- =. = 8,_,} поль - 6, 


Вычитая затёыъ изъ написанной шестерки 1 и дёля эту раз- 
вость на 1, получаемь -Бб(В_.) подъ +11. Взявъ разность -5 - 
- (8) = -В и, раздёливь ве ва 1, получинъь -2(В_5) ноль -8; 
внитя изЕ -8 число -3, получииь } и, посл дёден1я на 1, онять 
1, которуюси пипеыз подф -3. 

Факемь образомъ всф коэффииенты В,, В2, В. влли  пфлыми 
{6, -5, -8) и ив поелвлнемъ ифотЪ получилась 1, слбловательно 
всЪ требован}я пон {2 и 3 внподнены. 

Теперь 5ля новаго уравненя 

8-е бб 0, иен. + 6) 
козффац$евты котораго образовались во второй отрочкв (1, -в, - 
-5, 6), снова модеыъ пробовать корень 1;получеемь третью строч- 


ху ксоффивзентово: 
у сэ 1, -1, -5, 


соотвётотвующих уравнения: 
х -х-6=0, иена (3) 
н такт кахъ опять условая 2° и 3° выполнены, то ециниие явля - 
ется корнемт уравнен1я (2), а слёловательно и уравненя (1) 
за55 кокъ уравнен1е (2) есть частное отъ дфлен1я данной функ - 
ии 
х* - Вх“ - Вх“ +. 11х - 6 

на (х-1). . 

Для новаго уравненфя испытываемъ корень х=8, во онъ даеть 


намъ козффицтенты 
8, 3, 


изъ которвхь.2 не увовлетворяеть условзью 8° (злёсь лольна ото- 
ать единица); поэтому мы отвильваемь число 2 (оно зачеркнуто) 
й пробувыъ число 3, которое даетъ намъ рядь коэффлизентовь 

1, 3, у 
удовлетворяющзй ‘условуянт`2° и 3°; такимъ образомъ х=3 слу - 
жить корнемъ уравнен1я (3), 2 сабдовательно и (2) (такъ какъ 
фувкцзя (8) есть частное отт. дёлентя Функийи (2} на (х-1} ) и 
перваго (1). 


Послёвиее  уравнен1е 
т ха, (еее. (49: 


отв чаюцее. ряду козффицзентовь 
` . 1, 2, 
ныфеть очевидный корень х = -2, который лрияадлежить в воёиъ 
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предылупимь уравненяыь (3), (2), (1). 
итакъ уравнен1е (1) имбетъ 4 цёлыхь корня 
хх 1, 3, -8 
к разлагается на множители такъ: 
х* -3х° - 3х2. + 1х -6 = (х-1)*(х-3)(к+а). 


Принирь 8. 6х + 7х + 5х -х-2=0.- 
Нужво привести это уравнен1е къ новому виду, Пля этого уино- 
жниъ его на 5. 
(65)* + 7(6х)* + 30(6х)* - 36(6х) - 482 = 0. 
Полагая 6х = у, получиые: . 
у’ + 7 + 30у’ - 36у - 432 =0. 
„боставимь #(+1) и #(-1): 


ЕО) = - 480 
#(-1) 1-7 +80 + 36 - 432 = - 378. 
Вудеиъ произвсаить пробы: 4 
ча, +3, +4. 
+1 - це корни, такъ какъ результатъ подстановки + {1 в$ 


#(х) даеть числа, отличныя оть пуля, 
Произвовимъ пробы: 


. —872 
= пл, чис, (мох, быть корнеит]; 57 =и%л. 3, [м.6,} 


= нецёл. я. [ве мох. бить кор.]; 


- 48 -372 
&=3 7 = иёл.чис. [ можеть быть |; и завёл, 9. (мох. 6, ] 
аз-3 2.0 = нецёл.ч. [не можеть быть] ; 
а=4 2 = конф. ч. [ве нометъ быть] ; 


. -873 
двлое ‘9. [можеть быть]; и = цёл,ч. Гы, 6. ] 


Итакъ, корнями могутъ быть числа з, 3, -&. 
Пробуемъ вычислять коэффицаенты Вь, В» ....Ва-, > 
ОпятБ состввимь табличку съ коэффидентамв уравнензя: 
1 т 30. -36 5432 | 8 3 
- 48 186 316 


Урзввен4е о У будетъ 
у* + 7у? +. 309? - 36у - 432 = (у-3){у+4)(у"+6у+36) 
Такъ какъ у= 6х, то, раздёливъ на 6*, получимь для урав - 
нен1я съ х слёлуюнее выражен1е:. 


вх“ + 78 + Бе -к- = -12(6-3)(6н4) (36х4486+36) = 


(ах = 1){3х +. 2) (к +х +1), 


Корня рапаональные $удутъ слёдующе 


и) $3. 


Теофена Итирио для опредпленйя числа вещественных корней 
уравнанзя,. заключеннихь нежду донными предплами, 


Ставя 0868 задачей опредёлен1е вещественныхь корней,. мы 
долины: сво 1-хъ, умёть опредёлить, сколько вещественнихь кор- 
ней выфеть данное урэвненае, во. 2-хъ, потдёлияь" корни, т, о. 
указать тазфе промежутки, которые содеркать охдинъ и Только 
один» корень, и, въ 3-хъ, вычислить отябленные корни съ любой 
стененью точности, 

На первые два вопросе ‘даетъ отвёть тесрема Штурма; .сп0собъ 
же вичислентя Отлвлоннухь хорней судетъ разомотрань въ слёдую- 
ценъ параграф 


Опредпленва, Ве ряду зисель положизельныхь и отрицательнихь 
РВ босФДНИХЬ ЧИСЛА образуютъ перем%ну знака, если они имфютъ 
разные знаки (+в _- или - и +), и образуют повторен1е энака 
если имфють оцинаковые знаки (+ и + или - и -). 


Зомичан4е, Въ раду, содержащем» 1+1 членовь, общее чиало 
пербинь и повторен] знака бужеть п, напримйрь; „п 
7-е, +, - в. 
Зифсь 4. первы&ны в 2 повторен1я знака; число членов 7, 
боли выфетоя ‘сядь функцуй сть х 


Ех), Ё(х) #().,...... ко 
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то при задан! х различных зисловыхь значен1й, число пере- 
уанъ знаковЪ изизнняется и можеть считаться функцтей оть х, 

Обозначкыь ее 9 черезъ Т,; она можеть, очевидно, вринииать 
тоько ‘цёдыя и полохкительиыя значен1я. 


Функуфи Ивуфыа. Прелполовиыт, #(х) - ифлея функ? я, не выё- 
юная кразныхь ворней;, #'(%) - ея производная. Вудемь ваходить 


$.Н.Д. ГЕ, #'} путеме послёдовательнапо дёленя съ обазатель- 
въыЪ ‘условземь,. при производствй дёйотв1й умнолать в хФлить 
только на постоянные положительные множители и ыънять  знакь 


каждаго остатка при поса%ховательнокь дёлен1и. 
Положииъ иы вашли рядъ послёловательнихь иёлителей 
Е, РТ, Рау ба не Кенни. (0) 
Тогда иы иожемт папноать: 


ЕЕ... - 6.05 
2'= 22.02 - Фа. 
.ба - 4.04 


к- бк, - &-Ск 
{буквы 0:, 0., ...би., ^ частвыя послёдовательныхь двленай , 
числа С›, ...Сь - постоянныя полохительныя). 

ПослёднЕЙ ОСТАТСЕЕ к - постоянное число. 

Рядъ (*): есть рядъ функи!й Изуриа 


Сеойство функцёё Ятурма. 

1”. Послёдняя функцая ие обращается въ нуль вх разсиатря - 
вавиомъ промекутив значез4й х (такъ какф она есть постоявное 
число), 

2°. Цв® сосялнаЯ функции ряда (*) не могутъ обращаться въ 
нуль пои опномъ значении х,` . 

Въ самоиъ пвл%, предположимъ, что 1), и 2} 
НУлЬ при Х = Хо. 

Тегда, въ силу вавенства 


Е 


обранаются въ 


я * 23.0) ^ Вбр 
волн #}., и Ё] при х = хо обращеются въ нуль, то и 
уча (ко) 20. 
Вереиь делёе Е) Е Фа # изъ зввисииости мекду ними; 


Е: 
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ваходииь, что ЕЁ; (Хо) #0. 
разсуядая подобнимт хе образомъ, доходниъ до 
Фи(хь} =, 0, 
чт0 противорёчить свойству 1-му.- 
- 83°. Воли При х = хо о) = 0, то дв® сосфдня функции: 
при х = хо ныёють противоположные знаки,Это пряие слёдуеть изъ 


соотнощенёя 

23-2) = 2) (%о).05 - зо) „бана, 
которое даетъ ” 

уда (Жо) = - Сун), 


т; е. Ву (Жо) я Фуа (Ко) нротявоноложныхь знаковъ, т, к. 
бъих о. 
№. Бели при хех, - #(х) обращается въ нуль, Такъ что 


2.) #0, 
то 
(о-в) и. (+ ь) 
образуютъ перем%ну знака, & 
(В) к РЁ (+В 
обовзують повторейзе знака (п> 0) (сы, $2, слёдотвае 8 теоре- 
мы 2). 


Теофема Птуфка. Число вещественных корней уравненая #(х)=0 
(не выбющаго кратнихъ кооней), заключеннихь в$ промежутк®  оть 
а до Б (= <), точно равно У. - У ‚т. е. разности числа пе- 
ремёфЕъ знаковт, вычисленныхь для ряда фуекицй Штуоиа (*) 


Е Е, Е», ЛЬ, ‘Е 


при хваи хвЪ. 


Докозатвльство. 1) У, можеть ывняться при переход® Х от 
Хо ЛО #: ТОЛЬКО ТОГЛа, когла въ этомъ проиехутк®  одняЪ ивъ 
членовъ ряда (*) обознается въ нуль 

2} Нусть 2) {е) = О Разомотрниь 3 сосёлнихь члена и соста- 
вииЪ для нихъ слёдующую табличку: 
Туча 


с 
+В 


ны 
>< 
ч 


ЗАЗСЬ В: (*) и Руна) иызють при х2с противоположные зна- 


18 же, что и при х-е, по вепоеривности функи?и Ирин доотьточно 
малых В. . 

Какой @н знакъ ви имфла 2) при х = с-Б и с+Б, число пере - 
ифнъ счиззется тёиъ же. 

Въ свмомъ 184%, если разсматриваются числа: 


#}-1(0-В), РЦо-в), Ежа (в) 


Е+иу, по 3-му свойству, а при (с-В)} и (с+1) инфють знаки 


Вли 
2у-=(е*Ъ), Рус), уча (+) , 

изъ которихь двф крайнихь нифють пвотиводоложные знани, то ха- 
ВОЙ бы ни быль знак осредкаго числа, этоть рядь изъ трехъ чи - 
сель даеть одну церехёну знака 

Гакниь образонъ 
Че-вт т в Чон - Уожь = 0. 

Усьь * 1 

Ятакъ, иы пришли къ сязлующему результату: если обращается 
вЪ КУЛЬ ОДЕ8 изФ промехуточныхь фувкий ряда (*), то чкело У» 
не иёняется. 

3) Пусть #(с) =0, 

Составвиф опять табличку: 


х 
с-В # : 
с+В х. ; 


По свойству 4°. иивемъ пои с-Н одну перенфну, а пон с+Б од- 

во повторение; слфловательно: 
Тс-ь- Чень = 1. 

Итак, вибеит олфлующй результат: если при переход х стъ 
Хо ке х. функцая #(х) обращается одинъ разъ въ нуль, 10 число 
перем&нх знаковф уменьшается на едивину. Воли при переход стъ 
авьь {(х) К рззъ обращается зъ нуль, то число перемфнъ  зча- 
ковъ уменьшается на Е единипъ 

У. - У =к, 
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Заниченфе 1°, При составлев1и ряда фувк1й ПВтурма можно 
оставовиться не на постохнвомт член*, а не всякой Фувкифи, ко- 
торая в разоматриваенокт пронехутк® (в, 6) не обрашается въ 
вуль; наприиёрь, не ныийете вецесзвеннихе корней (1-06 свойство 
функцай Штурма при этомф выполняется), 

83°. воли при счезв У или Ть одвнъ изъ членовъ ряда функи1й 
Штуриа окажется равинит. нулю, то иожно вовсе выпуетить этоть 
членъ 0636 вл1ян1е на значевае числа перемёнь знаков; оВйстЕн- 
тельно, пусть будеть 

2, а, Рони Вала» Ру» Разанальньее бк 


рядф функций Штуриа 
Полокимв, что 2) (а) я 0, тогда Фуа в на имйють знаки + 
или ЕО Взявъ значеная функдЁЙ штурма при х = а+Ъ,будемъ пыйть 


5 В Руна 


+ ? + 

Каково бы ни было значен1е Е, мы иымфемт злЪсь одну перем- 
ву знака; то же получимз, выпуская нуль. 

3°”. воли урзвнен1е Р(х) = О имвезть кратные корни, то при во- 
ставлен1и.ряда функизй Итурыа, ив получиыЕе нослёлнюю функ ю 
ве постоянную, какф требуется свойствомт 1-мъ вз общей теорфи 
въ случай простыхь корней функции Ё(х), 8 

Ру = О, В.Д, (2.Е'1 

поважеь, однако, зто н въ атомъ случай теорема Штурма со - 
храняеть силу, если при очетв числе корней уравненая Р(х) = 0, 
содержащихся меклу а и Ь, не принимать во аниманзе кратность 
корней, 

Лайствителено, роздёливЕ всё члены ряда 

Е, Г", Фа, а зезаеенние бк 


на О-1.Й.- Ру, иы получимь новий ряда 


$, 9:, Фа, Фа зелень, ФК я 1 
ри 
при чемъ , р н и а 
- = = . . 
к В 
Докажем, что рядх 
$, Фа, 2) Фв че, 1 


обладаеть 4-мя свойствами функи!й Штурыа, Имжемте: 1. Фу = 1, 
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+. е. не обращается въ нуль. 2-е и 3-е свойства сохраняются 
для нашего ряда потому, что; написавь равенство 

= 2..0; - бы була 
и раздфливъ еро ие у получине 

93-129; 9; - Фуа бу 

Отсюда очевилно, что 2-е и 3-е свойства выполнен, = именво 

$)-1 й $; не могуть одноврененно обращаться въ нуль, т.к. тогда 
и 86% послёдующ1в члены обращалась бы в вуль, во фк = 1 (овой- 
етво 2); если ф; = 0, то 91-1 # Яд  выФить противоположные 
знаки (свойство 3), 4°, {фи ф. облалають четвертым свойствомъ 
функиа Штуриа, т. е. мн имфемъ сяфлующую табличку: 


которая въ первой строк при х = с-р даетх неремёву знака, & 
во второй при х = с*} - повторен1е знака, 

Это легко доказать 

Припомнимт, какъ составляются Фи: 

Боли 

(к) =, (х-е)У(х-48 ь.. (кВА 
то 
и = О.В. Г, РЯ = (ета (а о... (дер 


(сы, 38 га. 1%). 


Поэтому ‹ ° —- 
ф= СЕТЕЕУ = (х-с) (х-9)..,..(к-Ь) 4. ] 
+ 


{= ов =. у(х-4)....(к-1) + 6(х-е)..,(х-Т). + 
+....... А (х-5)(к-4).... 
(см, $2 славы ТУ), =. 
Отсюда имВМЪ; медаь бя чай ке, | 
ф(оВ) = х Б(о-9%6).... (©1458) 
Зазсь илади!й члене (послф перемножен1я), опредвляющАй знакъ 


функции, будете: 
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$ №(°-4) .... С-Ю. 
Подобнныь же образомъ имЗемт: 
ф:(6-В} = у(е-а-В) .... (<-1-В) - № , 
2д8 № обозначають совокунность члековь 0$ общимъь множите - 
демъ №. 
очевидно, знакъ ф:(с-} совпадаеть во знакомъ 
у(в-4) .... (о-1) 
и знаку ф: (<+0) тоже совпадает со знакомъ 
7(<-4) .... (<=). 
Отеюда, отношен1е 


Ъ 
хнветь знак - - ‚ сябдовательно 
$(е-п) и 9: (о-в) 
образуют перемфну знака; отношенфе хе 
ф(е+В) 
$1 (с+в) 


ь 
вудеть энаку + =, те, +, Е 
у 


$ (+1) и 91: (с+В) 
образуютъ повторен{е анака. Такимъ образонъ функция 


9» а» Фе» 93) +1: КТ 
обладанть вофии 4 свойствами ряда функизи Итуома, » потому раз- 
вооть У) - Ть, вычисленная для этого ряда, даетъ число веще - 
ственныхт корней функи\и 9(х) при а <х<В, т, е, число р08- 
личныхе корней функвзи Р(х) въ зомъ же промежутк® (безъ вкама- 
ня на кратность этихъ корней). Остается теперь замётить, что 
рядъ первоначальный 

Е, Р', ь, бы, +... ЕЕ | 

получается изъ предыдущаго умножев1ену вофже членовь его на к 
отчего или во члены сохравяють т% ие знаки, вакъ и въ ряду 9, 
если Ёк(х) > О, или всф члена одновременно мфняютъ знакъ, воли 
1) < 0; въ обоих случаяхь число перемёнъ знвковъ въ обоих 
рядахь Гиф- одно и 10 же. ТакииЪ обувзомъ теорема Штурма со- 
храняеть силу и для блучая, когда #(х) нибеть кратные корни, 
золько тогда У» - 5, вычиолейные для ряда Фуякцуй 


В, Ы, вы, ее: Щ 
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давтъ число роаличныхь вецественныхь корней уравнензя #(х) = 0 
въ нромекутка значен1й‘х оть в до Ь, 

4°. Для того, чтобы Я разное (к) = О стешеви и-ой нибло в 
корней зедественныхь и различныхь, необхолино и достаточно, чзо- 
бы в ряцу Функцай Штуриа было (0+1.) члевовъ, и чтобы коэффица- 
енты стариихъ степеней х воёхъ функн1й ряда Эыли всё  однозо 
знака (вапримёрь, положительные). Тогда, такз какъ функции ря- 


да будуть: 
{  стенени п 


+! и п 1-1 
| в 0-2 
Е Й = о, 


табличка знаковъ будете слёрующая: 


х + # 
= + + + «| п - чезное 
+ Ти - нечетное 
+ х +. +. + ы 


очевидно, Что 


ео ть я п, 
т. е. числу вс&хъ вещественныхь корней уравненая Р(х) = 0, 


Замъчан4е. Для опредвленья числа отрицательныхь и положи- 
тельныхф корней, составляеме разности 
У - % = числу отрицательныхь корней 


То - Уч 


числу положительных корней. 


Пфихтфъ 1. Кано уравнен1е 
. х8 - к -2 = 0. 
Требуется узнать, сколько око имфет® вецественныхь корней и 
въ какихь промекуткахь они веключены, т, е. нукво отдёлать его 
корни. Составиыъ функц1и Штуриа: 
Е = м -х-2 
я -Ь 

{мы сократили его положительный множитель 3) 
{2 = ХТ 
+0. 


=. 8 - 


Послёли1я дв Функцфи мы получили олёлующимь образону: д%- 
динъ Ё на Ё' 
х# = ЗВ -Т 
х- я х+& 
= 2х = В=- 28(+1) 


Веря остатокъ съ обратныиъ знаком и сокращая на 2, полу- 
чаемъ: 


[ал%е имземъ 


ПослёднАй остатокъ Р. = 0, такъ что Ри Ё* имбють общаго 
наибольнаго яФлителя 


О.Н.Д.[4, Ро = х+1 


Составляемъ таблицу знаковъ: 


д 
= “- + - 2 
-1 о 

|6) - - + 1 

1 

2 о 
+ = +. + + |) 


Токимъ образомъ Ум - Фо = 1, М - У,» = 1, тавъ что наше 
уравнен1е о 
х - 5-2 = 0 


вифеть одинз положительный корень х=2 и одинф отрицательный 
корень х=-1 (двукратный } 


Приипфъ 2, Отдьлить корни уравнен1я 

хо - 4 + 8х -6б= 9 
боставдявиз функцзи Штурма: 

я 5% - 4 + 85-6 


а 9-12 


= 113 - 


ря к’ - 3х+8. 
Функи1я ФР. получена от делен1я Е на Г? : 


2 - а вх - 6 | х° 2+2 
Хх - 2х? + 2х = 


— 2х2 + 6х -6 = - 2(х? - Зх + 3) 


„На. функции Ё› можно остановиться (согласно замбчаню 1°.), 
такъ какъ | 
я, 58 = 3+3 


не имфетъ вепественныхь корней. (3*.- 4.3 < 0). 


Иыбемъ: 

-® - * 8 

- 3. 

-8 - 

-1 - 
0 - + + 1 
1 - 
2 +. 

+.“ +. +. +. [6 


Корни:. одимь межку 1 и 8,. такъ что 
фохи<а 
другой между ав -3: 
> - В >> -8 
Пфимпфъ 5. Отд®лить корни уравнентя 
х* 4 хо. 
Поступаемъ такъ же, как и въ предыдущихъ случаяхъ: 
= х* - 453 - 3+9. 
= 4% - 125 -8 
ра 4+3 -и 
а. = -89х +. 177 
Е А 


КЬРОФ ИВЫСИЕЙ д’ГЕСЕК” нров. д, А, Адамова. 
1.8. 
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4х* - 16% — 12к + 36 | 4х° - 12° - 8 
45° - 1358 - 3х 1 


- 4 хз 9х +. 36 
- 4х3 + 125+ 3 


4х? - 125% - 3 | 45° + 3х - 11 


4х8 + 35° - 15| 15 


ля Е, мы соазу напичемъ 
4. =- Ай, 
тавъ как, очевидно, что Ё. будеть числомъ постояянымъ и, какъ 
нетруцно видфть, отоипательныиь, Въ самомъ дела: 
#20 при ха? (при х ариблизительно = 2). 
При томъ же звачен1и х 
$20 
и, слёдовательно, по свойству 83°. фувкцАй Штурма 
Е. <0. 
Дяя знаковъ функи1И мы имЗемъ слёцующую таблицу: 


О-В ВА 


= ® + - + + — Е 
0 + - - + - 8 
1 „+ ` 
2 - 

Е] — 
4 - 
5 * 
+. ® + + - + 1 


Итакь, корни лежать между 1 и Зи между 4 и 6; обе они по- 
лозительные. 


Пфинтфъ 4. Цокажень на оскован!и заыёчануя 4° 


#1е 3-ей степени 
з 


х рат Оо 
имветъ три вецественныхь корня при уолов1и 
40° -+ 274 < 0 
боставляенъ фуниифи Штурма. 


$ = ера 
= 3% + р 
{2 = - Зрх - 34а 


= - (4+ 2742) 


3х* + Зрх +. За 
3х2 + рх 


- 18рах + 40° 
- 18рах - 2742 


4р* + 274" 


что уравне- 


Такъ какъ коэффин4енты при старшихъ стененахь х функция 
и Р' положительны, то, согласно заиёчане 4°.и коэффииленть при 


х въ Е, долженъ быть положителент: это хас"т: 


р <0, в, сявдо- 


вательно, при выполненфи дёленая на Зох + 34 ых можемъ дванныое 


ыножить - 2р, квкъочисло положительное 


По тому же замвчан1ю 4°. №. должна быть положительной, что 


Да67ъ: .” 
др® + '374° <0. 


При.валичкости двухф условай 


р <0 др° + 279° 0 
первое отпадаеть само собов,. такъ прР 
в>о0 


ве можетя Фитк ` 
40°`* 274 <0, 
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$34.. 


Способь Нъютона-буфье для вичиоленая отопаенныхь корней, 


Поелаоложимь, ч10 для _н®котораго уравненая Е(л): =. 0 мы на- 
шли, 410 его корень заключается въ промежутк (а,Б ), причемъ 
внутри этого промежутка другихъ корней н%тъ, 

Идея Бьютона для вычислензя отдёленниыхь корней состоять въ 
слядующемъ: 

возьмем а за приближенное значенае корня в будемъ считать 
х=.а первниъ приближене корня, . 

Пусть х =. а+В есть точное значен1е корня, таюъ что 

#(ажВ): =. 0. 

Наыъ нужно соредёлить это в. 


Разложивъ #(а+В) по фориуд® Тейлора по степенямъ В, им - 
еыъ: ° 


баку ка) кВ а) кт г" аук 


Оторасявая 30$ члены, начиная со второго, получаемь для’ | 
савлующее. выражен4е:. 


#(а): 
Бе 
#' (а) 
Такимх образомъ второе приближенае будетъ: 
. Ева): 
а = в 
О 
Продёлавь ту же операц1ю въ &:,. 4910 и съ а, булемь имёть 
(а: 
х=а.: - 1. га, 
8 а, ‚ 22 


такъ что 8, — третье приближене, инт. д, 
Тавниь образом получим рядъ чичель 
а, ах, зу Язь зан ь 
Мы называли эти чноле первыиь, вторымъ и т. д. поиближен1- 
въ, 


"Но является вопросъ, будуть лн числа 
2, а, а, аз, ....... 
действительно приближаться къ истинному эначенаю корня 
Способъ Ньютонв не. даетт увёренности въ втомф и потому ну- 
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ждвется въ дополнен1и, которое и сдёлаль Фурье. 


Феофеми Фурье, Пусть въ промежуткё (а, №) #Р(х} имдетъ 
олияъ простой корень (такт что (а). и Р(5) - противоположныхь 
знаков). 

Пусть еще Ё'(х)и #" (х) вт промежутк»з (а, Б) не иныбюзтъ 
корней (такъ что #'(а) и Ё'(Ъ): - одного знака, и 2" (2) ‘и 
#” (5) - ложе одного знека); сбозначая черееъ Ь тоть предёаяъ 
аля которего #(х) и 1" (х) - опного знака, в черезъ да тотъ 
предёль, для которего Ё(х) и #" (х)° - противоположнихь эна - 
ковъ, и составляя новыя числе 


(Е) 
а 
а. 
ва - а- #48) К 


мы получимх бол%е тёсные предёлы (24, 6.) искомаго корня, чанъ 
прелёлы (а, В). 
Отывльмъ эдёсь 4. возможньхь случая 


1-й случай. Положимъ, зто въ промежутка (а, Ь} 


Е'(х) > 0 
бро ееь. #1 
Е" (х) > а | ий 
Тогда заа и Ь ин принимаемт так1я числа, что 
2) >0 
ие нннх (8 
1(а) $0 (2) 


Такъ какъ 2'(х)> 0,: то функофя Ё(х): - вововотвитая, и но- 
тому по формуланъ {2} заключавыь, что . 
а <6 
Графически изиёненае нашей фувкцаи пля этого случая въ 
предёлахь (а, Б } можно прелотавить такъ; 
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Вогнутость кривой направлена въ сторону ‘положительнихь У - 
овь, такъ кака Ё" (х} > 0. 

Для доказательстве справедливости првведенкыхь выше фор - 
муль пля а, и, постуцаемт слёдующимъ образомз, 

Ивъ точки К. проводимь кавахельвую къ кривой у = Ё(х), точ- 
ки же И и М соединяеиъ кордов, 

Опредёлииь теперь отрёзки ОО и 00, т,е. предёлы, между ко- 
торыми лежить корень: х = 0%. 


Имзецъ точки й 
МГа, #(2)1 


Ь, #65] 
Уравнен1е касательной № въ точкй М будеть 
у - (5) = #66) (5) 
Полерая у= О {ордината точки 0), ваходимъ абсциссу точки С 


ту я +08 


Уравнен1е хорды ММ напишется такъ' 


у - Е(а) = сы (х-а) ен. (*) 


Полагая у=0 (орливата точки 0), изт уравнен4я (*) опредё- 
ляенъ обоциосу 0 
хза- Е (а) ии за, = 0, 
Изъ чертежа очевидно, что 
а ха: <х<Ь, <6, 
т. в. что а: и Б.. поедставляютъ болёе твоные прелёлы 
2-й случай. Пусть въ промежутке (а, Ь) 
#'(х) > 0 
"(хо 
согааено услов1ю зеоремн должно бить 
+6) < о 
2(а) > 0 
такъ какъ пря #'(*) > 0 - Ё(х) возрастающая функиля, то Б<а, 
8 так как $” (х) < 0, то вогнутость кривой направлена’ въ 
сторону отрицательныхь У-овз, и мы находим расположен1е слёду- 
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ющев: 


Злась ин имфемъ: 
=ь, ; ОБ=та 


Изъ чертежа очевидно, что 
Ь <, <х<а, <а 


3-10 случай. Пусть въ поомежутка (а, ь): 
2) $0 
#''(х) >20 


тогда .беремъ 
Е) го 


(а) $0. 


Такъ канф 2'(х): - убывающая функц а, 10 ББ <а 


у Иа 


вогнутость направлена в= сторону положительныхь У-08ъ, такъ 


вакъ #'' С) > 0 и мы получаемъ ня чертежв 
б=ь: я О=а, 
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Ь < В, <к<а, ча. 


4-ый случай, Пусть въ промежутка (а, Ъ): 


2х) $0, #"(к) < 0; 


тогда 
#6). < 0, #(а)> 0. 
Такъ какъ #(х): - функийя убывающая, то 
а<ь 
# при 
#1 (х) < 0 
вогвутость направлена въ сторону отрипзтельныхь У-ове; 
дуШ1й чертежь показываеть, что 
ахза, <х < В, <, 
По теорем Фурье составляемъ два ряда приближенай 
ав Ь | 
а "В: 
22" в 
2 "6 ИТ. Дзь», 
Тёк какъ. численныя значен1я разностей 


16-а] ; 16:2; [62-2»|-; [Бана | 


предн- 


5 1 
убываютъ, то, если мы захотинъ найти х съ точностью до 17б › 


яухно продолжать составлять приближевнзя до Т№хь поръ, 
соозвтственная разность 


(к - к). 


покВ 


не сдёлается меньше 
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ки 
107 
Ифиитръ. Вычислить тоть корень уравнен:я 


 — 3х? +.7%х-8 =0, 


которий заключень иежду М(1, 2) - (кёкъ убёждаемся по с10306у 
Итуриа). 


Найден значен!я функифи и вб%хф ея производных при х=71,2. 


(= - зу = 4 1 (14) 0; #1) = 8 


и 


(8) = +28} #(8) +7; (2) > 0; #1 (2) = 6. 


Значене производной (второй) ‘ин ‘береиф при 


1+6, 


такъ какъ при х =. 1 сна обрамается въ куль 


Имъемь 1-ое приближензе: 
Б=8, а=1. 


Составииь второе прибнижен1е!. 


2-1). „ 
мя - ) *Ъ7 
аа в 1- 2(1) ЕН = 1, 6. 


При х= 1,6 и 1,7 имфемт: 


Е(1,6): =, - 0,384; Е*(1,6): = 5,08 ; #''(1,6) =, 3,6 


#(1,7): =, *. 0,148 ; 2" (1,7): 5,47 ; 2111,7}: + ОАО" 


® 


# 


Составим» третье приближен4е:. 


6. #17 - НЕТ и = 1,674 
384. 
аа =,1,6 + С. = 1,673. 


Такъ какъ 
2(1,678) =. - 0,003178783 


#(1,674) =. - 0,008182024.; #'(1,674): = 5,362828 -, 


- 182 - 


то четвертое приближене будеть 


#(1,678) = 1,673593 


Бь=. 1,674 - ет) 
0,001.#(1,673) _ 
о = 1,673 - 55 = 1.678588 , 


1 
й такямф обравомъ съ точностью до 158 искомый корень = 1, 67359. 
Заньчанае. Когка ‘известны уже значен1я, наприм8ре 
21,6); #'(1,6) ; 'а,6) ; (1,6) 


и требуется вычислить #(1,673), 
то удобно пользоваться формулой Тейлора 


#' : 
2(1,673) = Е(1;6+0,078): = #(1,6): +. 0,073 а +. 
Е*" (1,6) #111 (1,6) 
ть нЕ л-й 
0,07 от # о 0,079° о, 


таку какъ члены. прибавляемые къ главному #(1,6) ‚ будуть во- 
эбще незначительны по величин®. 


$5. 


Способъ бргЕЁЁе для фищен1я численныхь ‘уравнении 
основанземъ этого способа служить слФдующая теорема, 
Теофенв, Воли произведен1е 

(ха, ) (х+аг )(х+аз).,.... (кар) = Ха ДаяР® 
Ао +... Аа * Ади - (1) 


то произведен1е 


(хна?) (х+гё ) (на? )...... (яка) =. хИ +. Ви + 


м 


+ Вы +... + ВраК. Вы # (2) 
гд® коэффицаенть В составляются слёдующииь образомъ 


2 
Ва я А; - 24» 


Вы = 42 - РАЗА, + 24. 
Вз = 13 - 24.2 + 2451, — 2А, 
Во я 43 - 245 + 2454, — ЗАДА, + ЗА, 


= А, - АА. 


Доказательство. Заифнииъ вф равенствй (1) х на -х к умно = 
жкиЪ 068 чести его на (-1)0. 
Тогда полузимыь;. 


{ха ) (кар (к-ав)......(Х-ар) = ХВ - АКИ + дрхИ- 


т + Оха (ЗА, , (4) 
Перемножив® это равенство сх (1), будемх иифть: 


(ке -а (ха) (х2--аё )...... {2-28 ) = (хп + Архй-? +. 


+ ДахПт® +, АахОт в +...) °- (АахО-а Ак + 


+ джй-8 + А,хИ-7 +. ....)9 2 ХВ х20-2 (48 — 24.) 


+ 


а (ола, + 24.) - х21-б( да — ВАЗА, «РАБА: 


+ 


- ЗА) +... + 2-1 А.А.) * (-1)24® 
=. х80 - В, х9-8 + В»х21-4 - Вах20-6 +. +. 


+ (тах? + (в, , 
в 
Замёнивь влбсь х* на -х и умноживъ на (-1) , находим: 


(ж+а2) (хна2){хна2)...... (428) =, хп +. ВахО-* + 

о И 
Сповобъ ЗгАФе. Отлизимъ здёсь ибоколько случаеве. 
1-5 случай, Положимтъ, ч7с уравнене 


(5) = хх Дак + до +... Ах + НО, 


{гдё кооффиизенты 41, Ал, Дазинье = числа иёлуя или дробныя) 
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ямфетф всё корни вецествевные и различкые: Обозначимь ихъ ддя 
удобства такъ: 
— а; - 25, - а ,....., ^ ад. 
Тогда фувкизя Е(х) можеть быть разложена на иножители слё- 
дуюмимъ образомз:: 
#(х): =, (жна: (жар) (наз)... ,. (жар). 
Составниз уравнене 


Е: (х) = В + ВахИ-® + Вых +... + Вудах +. Ви =, 0, (8) 


глав коэффипленты В., В», Вз.... В, опредёляются по формуламъ 
предидущей теоремн. 
Согласно этой теоремф, можемъ написать: . 


Е, (х) = (х+а1) (+23) (ж+а8)........ (ай) = 0, 


т. е. уравнен1е (2) иметь корни 


2 # 2 2 
а, - а, - 25 4... аа. 


По ураввен!ю (2) составиме 
= кВ + СИ + СВ +... брар +, * 9, (8) 


гдё коэффициенты С,;, С», С..... Ср опредёляются по коэффииа - 
еятамз В,, В», Вь.... Ви›какъ выше В опредфлялись по А. 
Очевидно, что 


#,(к) = (+21) (+85) (+85 )........(14а1) = 0,. 


т, е, уравнен1е (3) иыфеть корни 
— 24, - аа, 8... т. 
Идя такимъ обравомь далфе, составимь ‘уравнен1е 
Вок) =, В +. БхИ® + бб? +... «бр ах + 01 =0, 
тд® воэффицленты 0,, 0,, Бь .... В» опредёляются спо С, С, , 


6. ..С,, какъ равьзе, и которое выёетъ корни 


Е] а 8 з 
- а;, - аа, -— аз +... - ар 
Ноконець,. мы дойдемъ до вВкотораго уравнен1я 


Вых): =, ХВ + БухИе +. Кох. ,.., +. Крах + Кр =. 0, (+1) 
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корни котораго будуть 
м р |] Ш 
- а, - а, — а ин. - бр у 
ГВ м =, 2% и которое можно написать въ вид 
. щ Ш Ш. м. 
Фик): =, (жа, }(к+а, }(ж+а, )...... (жар): = 0. 


По извзотиних формуламт алгебры (см. $6 гл, 11) иыбемъ 


_ в 
К; =, За,, сд число слагаемыхь = р 
по 
Х,. = ба, а и. Ю з. = = ^. 
он 9.8 
пшаш п(п-1) (п-2) 
К. = Ха, а. а и. и и ыы 
ы и - 1:88 
паши 
Ки за; а, аз .... 20 


Положикъ, что кории у нась расположены въ убивашнемт поряд* 
х#& по абсолютной величина, т, в, 


аз >. [аь [> [25|.>.... > [8 . 


Тогда коэффирлевты К,, К», К» .... Кр МОЖНО  предстввить 
ВЪ ВИД: . 


Гл Е в Ш ро а. Ш а. @ 
Ка, ата +... Кара а: [1+ (-2) +. (+... 
° а: а, 


42+ 60] = а ах, 


причеиъ к стреиится кф вулю съ возрастанземъ в. 


пш ш _ и 
В, ва, а, ка, а +... | па, а +... |8 
ве ше А: а, п 
...+. Вр ав + ар 9. +... +" +. (28+. (38) + 
2, а, 
в ш 2. в,а,. Ш, | 
РЕ ОИ: ... С) {-2) +.. 
а “4 . а ‘а, 
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гдё 6 отремится въ нулю съ возрастан1еиф п. Подобнымь же обра- 
зомъ кайдемъ 
шир 
Коза, а, а, (14), 


ги8 у стремится къ нулю съ возрастаненъ пит. д. Наконецъ 
_ в в № и` 
Кура, а, а, ..... ар. 
очевидно, съ возрастев1емь числа К - (К+1)-ое ур-н1е суре- 
мится кф предёльнону уравнен1ю 


и м п: и-2 шеш 95 


вп +. 
х зах аа, к +28, а, х ..... 


шип } 
+а, а, аз 4... За бен. «(*) 


Но является вопросъ, какъ узнать, оовпалаеть ли, въ предё- 
лахф точности вычислений, (К+1)-ое уравнен1е ст предёльнииь? 

Если (К+1)-ое уравнен1е совпадвет» от предёльнымь (опять 
таки въ предфлехь точности нашихъ вычисленАй), то уравневе 
(#+2)-0е и додавно совпадаетъ со своимъ предёльныме (т. к. а, 
8}, у.... убивають при возрастании п). 

блвдовательно (К+8)-ое уравненае имфетЪь видъ:: 


5 28 в- 31 8ш 1-2 231 Ви 2 п 
+. 8, х +. а а Хх + х. 


+ 
2 2 . 8, з ВЫ 


х 


20 2 21 
+а, а @ 


И аа ава ле 20...41... . 


т, е. его коэффинзенты равны (в$ прелдфлахъ точности вычисле = 
811} явабфатань козффиплентовь прелндущаго уравненая или, пря 
употребленуи выёсто саыихъ коэффиваентовь ихь погарифиовт, ко- 
эффиенты слёдующаго уравненая будуть вдвое больше коэффии: - 
эвтовъ предыдущаго уравненя 

Итак, вужно составлять рядъ уравненаА 


(13, (2), (3)...... (Ш) 


по 1т8хъ поръ, пока коэффиц1енты (логарифыы) (К+2)-го уравненёя 
не сдёлаются вдвое больше хоэффищентовт прельдущаго (К+1)-го 
уравнен1 я, .и тогда въ предёлахь точности вычислен1я можно при- 
нять коэффицаенти (#+1)-го`уравненая равными кооффицентамь 
прецбльнаго уравкен1я. 

Корни опредёляются изъ сооткошенай: 


й 
Я та: 


па 
К. -а, а, 

пвыи 
К та, а, а, 

пвв 


та, а аз .... аи , 


откуда имфемъ 


Ток, 
10] а,| = —ъ 
Тона, | = 19а т 108, 
108|а,| = ит. п..... 


& по логарифмамъ находимъ абсолютныя значеня корней 
[в.1, [а»|; |аз| ит. д... 
Остается вопрос, будеть ли корнемъ уравнен1я Р(х} = 0. 
+. [а,| или - [в.| ит. д...... 
Дия опредёлен1я зкака кооня составиме 
ЕО а, |-В) в ЕСН а, 1+5) 
(а, 1-6) и 2(-|а,|*5).. 


Корнемъ будет то изъ двухз значен1й +|2,|, гдё результать 
подотановки разныхъ знаковъ. 

Выгодная сторона способа ЧгАЁ{е заключается въ томъ, что 
ояъ даетъ возможность сразу опредёлить вс% корни 

Къ недобтаткамь относится накоплен1е ошибок при вичисле - 
ви съ логариймами, ‘и потому найденные корни слёдует®в  подста- 
‘влять. въ л®вую часть уравнения #(х) = 0 и внозрёть, насколько 
разультать подстановки близокъ къ вулю. 


(Янь. Положимыт, что ‘требуется _ равить уравнен1е 
77х*`- 26х° - 266%? +. З6Бх_- 5720, 
Разделивъ ‘это ‘уравненуе на коэффипуенть при ‘старшемь зленв 


77, получныь 
25 хе _ 266 пез 265 „бо, 


хо 7-я 
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Занжзнимъ ‘тепезь коеффицзенты въ этомъ уравненфи ихф 105 - 
ами, оставляя при этонъ 18 же знаки:. 

Байдемъ 
{1} - 1-ив стевени корней:: 


Е = х* - 9,51145х° - 0,58889%? +, 0,53676х - 9,86988 


Чтобы составить уравнен:е съ квадратами корней, нужно вы- 
числить коэффинзенты В по формуламъ 


8. = 42,- А. 


8..2, 48 - 24,4, ЗА, 
Вы = А ВАА, 
в, = 4. 


Вивсто этого ин съ помошью логарифмов Гаусса вычислявмь 
логарифмы этихъ кооффишентовъ и находииъ 


{2) - 2-ня стеневи корвей:. 
Е, 3х + 0, 84599х° + 1,10340х* +. 0,82808х *. 9,78876, 
Подобнымь же образонъ составляемъ слёдующ1я уравненая 
{3} -: 4-ня стенени 
42 = х* +-1,3770453 + 1,830405°` + 1,49676х + 9.47752 
{4) - 8-ия степени: , 
Е. 2х“ + 2,83579х2 + 3,489145" +. 2,97582х +. 8.95504 
(5) - 18-ыя стецени: 
. = Ж* + 5,3570052 +. 6,93929х° +. Б,ЭБОТ7Х +. 7,91008, 
{8} - 38-ня степени:. ` 
#5 = х^ + 10,513775° + 13,87672х° +. 11,90034х + 5,82016 
{7} - 64-ыя степеяи: . 
6. = 5°+ 21,087545® +. 27, 75844" +. 23,80068х +. 1,6403, 
Такт какъ въ уравненаи (7) коэфряненти удвонлиоь, то ми 
привимаент, что уравнензе (6) совиедаету съ предёльнымт, ‹ 
Внычислииъ корни 
10я] а, ®* = 10,51377 
1051|а,| =. 0,32856 


Зов [2„|** = 13,87672 - 10,51377 ; 


1ов|а,| = 0,10508 ; [а„| = 1,2738. 


Зов [аз|°* = 11,9008а - 13,87672 ; 


Зов. = 9,98824 5 [а,! = 0,8674 . 


10812, |°* = 5,2016, - 11,90034 ;. 


това. | = 8,49749 ; [в.| = 0,3144, 


По логарифмаиь мы нашли эбеолютныя зназен1я корней; чтобы 
опредвлить ихъ знаки, состевниЪ слблуюцую таблицу значений 


функции Е(х): 
9 0,51 2 8 


{ - +. - +. + 


Отеюда сразу видно, что корни будуть слёлующае 


х, = 1,2738 
х, = 0,8674 
х, = 0,3144 
я. = - 2,1809. 


Зампчанае, Въ предидущеыъ примёрё функия #(х): была подо - 
брана такь, что она разлагается на два квадратных® нножилеля 


(ху = (7х* + 6х - 19)(11х? - 13х +38). 
Зная это, нетрудно вычислить корни ея непосредственко и 


сравнить съ найденными значен1ями. Результать будеть такой: 


Точных аначен1я логарифиовъ | Вайленныя по слособу бра{е 


108|а,! = 0,32856 0;32858 
0,10509 


ВурсФ "РЫСЕЕЙ АЛГЕБРЫ" проф. 4.4. ддамово, . 
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Тода, | = 9,93822 3,988.24. 
Зод[а,| = 9,49751 | 9,497.49, 


Ошибка, какъ видно, не болбе 2 единиц въ нятомъ десятич - 
номъ знакф логарифма. 


2-08 случай, уравнен1е (1) Ё(х).= 0 виёеть различные зеце- 
сувенные корни 


- 2,, - аа, — а, ...... = ара 


и одну пару сопряженныхь корней 
9+ -61 
- те ий - те 
гла 91 . 
е = с036 +. 15100, 


вакъ легко убёдиться, определив еб разложенй\емъ въ ряде: 


94, (81), (91) 


к +... 


1.2 ТВ 


я отдёливь въ этомъ ряду вещественныя и инимвя части, что даетъ: 


9: 5+ $# 5* [9 
ро #1 - рых * 5-0) = 


з. с0$0 +. 15109. 
боставимъ уравнен1я (2), (8), (4) ,,.., и т.д, до (&+1): 


в й-2 0-2 
х + Вх + Е.Х не, + Калья + Ки = 0, 


‘кавъ и въ первомъ случа». Его корни будуть: 


м ю п 001 м 9 
— 8,, - За, - 5 чньне - ара, те, -ге , 
РА Шш= =", я слёдовательно уравнен$е разложится ва множитель: 


Е, = (изв: Она с С ет) (ый в!) . 


п-а 1- в 1—4 пп В-8 ии 
= (к +. к 8, +х За. а, + Х За, а, а, +... 


пша п , [1 28 
сняв, ах ав .... ав} (°°+ Зхг 0080 +г ), 


= 18: - 


Зявсь въ посяфднень инокителй мы эзы&нили покавательныя 
ФунндЁк триговометрическиыи въ силу равенства 


31 —81 
ев те 


= 28080 


093 591 
е че .& Зеовиа, 
вытекеющихе ‘изъ извботныхе соотноненй: 
01 
е 


-в 
г" =, 039 - 431009; 


=; 2089 +..18119 


Кроив того,. нукно еще вамётить,. что в® первомф мнокителв 
для-креткости пяевиа сумиы произведен:й степеней веёхъ воебще 
корней отр 8; д0 а,_,. По. двё,: по три и т. д, обозначены такз :. 


ив 
$8, а 


пиши 
5а,. 2,2, ит, д, 
Сравнивая теперь коэффиценты въ лёвой и. правой частяхь 
при .одинаковияь ‘степеняхе х, получииз:. ` 
п | 
К, = 25а, + 2г сови9 


ит | и Зи 
К, =, За; 2, +. Зг совы9 Ба, +. г 


нива и ом и Зи 
К, = За а, а, + 2г 60880 Ха. а, + к За, 
цппшш | ии‘ - 
К я, За. а) аз 2. +. 27 60500 Баз 2. а, г а: а, 


пио и 2 
К = ма, 2, 


В общемь случеё числа 
а ао Тары Г 


не Травин 
`Пубть, кант и раньше, вецеотвенные кори будуть гаоположе- 


Ны эф уонвающему поряде®, 
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Фогда отвосательно г можно сдфлать слёдуюшя предположения 
1-08 предполонвне 
вх [а [> [а | >... > [ад-е!, 
Коэффишенты К., К,, К» ИТ. д, морутъ быть предоставлены 
въ сл®дующемт вид: 


К, = ст [озк + 8] г [созыв + :] 


ГВ 
такъ какъ 


Зтотъ коэффицзенть К, при увелячен1и в можеть мёнать энакь 
и потому называется колеблюциися коэффипентомъь (08011 ]1гепёе). 
обозначимь его овмволомъ 
Е: = [9]. 
дДалве 


цене [В+ гов ССВ" + ас" (вв = 


ге [148] 
гда пред. 8 _=0. 
п== 
Е, = = а р +. 328)” + Воовие 5(128) (28) 
2, г г 
2 
г а [14] 
Не трудно видёть, что 
Е. а: 


№ = г а, а, [1+5] 


2 п _ в 
Кюзг а, а, ..... арь , 
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Предёльное уравнензе будетъ сябдующее 


;В 1-1 2 п-2 Зи п п 2 п п 4 
о +. [8] х г я то ых ВИ: У ый 
2 и р 

г 


*. + а, а 2. .... а 


Когда мы достирли ‘предёльнаго ууавнен1я, т, е. при перехо- 
д8 къ саёдующемыу (К+2)-му вов коофбиментя удвоились ( кромй 
волеблющагося) ‚всё корни опредёлаяются съ легкостью. 

Въ самоиь дёле: 

Те; =: 2108г 


о Же вы: 
"Е 


1о8К, .— 1088. 
О 2 дева, 
м 

ЕТ, ДД... ОТСЮДА ПОЛУЧИМЪ 
г, [аь|, [85| у... 


Знаки вецественныхь корней (т. е. будеть ли корнеиъ урав - 
звеня +] а:!| или -|а,|) опредёляются, каке въ случа 1-оиъ: Для 
опредфлен+я абгумента 9 инвенъ равенство: 


21-2 
= =- Я: а; ‘< 2г0036 
наи <= 2 
44 = а, + 276050 
= ы 


Отсюда находится 6050, а затвит и угол 0; двумь значен.- 
яыф +0, опредфленнымь по данному с039, отеёчаюте два обиряжен- 


ныхъ корня дазнаго ураЕиеная. 
2-ое пъедположенае. 
а. >око [2,! > [аз [2 9. Пара! 
Кообфицаенеы въ этом ‘случа будут: 
К = а [15%] 


Ка в г [250300 +В] =. [0] 


= а го (14 
пп 2 
= а а) г [145] 
& предёльное уравнен1е 
. п в п-: ц-2 и 3 № п м 21 0-4 : 
х за х + [9] х ак х а: а, г +. .-=0 


Отсюда инжеиъ 


т. 


Др кань, 


Опредвлен1е знаковъ ветественныхь корней к аргумента ком - 
плеконыхь дфлается, как въ предположен1и 1-оие, 


5-в предположенае 
а [а,|.> [а.| > г» [а >.-... Гана. 


Коэффициенты будуть олёдующ1е 


|: 


К, = а, [1+9] 

К = ай ай [1+8] 

Кь = а а г [2еози@ + У] = [9] 

К, = ай аы ;28 [1+5] 

Е, = а аи. ай га [1+2] 
Предёльное уравнен:е: 
=, а к, а а к 1х *+ а аь Зы 20 
Отсрдв 


ТовК, 
т 


= 10813,‘ 


Ток, - ов: 


я = Тод|а,| 
То. - Ло: = 108 г 
3® . 
19ЕК, - 105К, 
В = Лора. | 


Изъ разбора трехъ предполоненАй иожно вывести слёдующай 
общ1й результату 

При существован1и одной пары сопряженныхь корней одинъ 
изъ коэффиц1ентовь оказывается колеблющкися (т. е, ибняеть 
знакъ и не удваивается); вычитая изъ логарифиа олЗдующаго за 
нинъ коэффицфента логаронфи$ преднествующаго ему и дёля на 2и, 
получает логарифиыь нодуля (108 п):. 


Заничанче, Если ид = п, т, е. если 


к м 
8 - = 5% 


то при этоиз исключительном предположев1и 

2со5н@ 
сдфлается сперва -2 (въ уравненйи К+1), а потомъ обратитея въ 
+8 (въ уравнении Е+2 в сл8дующихь); этоть олузай соотвётотву- 
етъ появления кратныхь корней въ уравнентяхъ, начиная съ (К*2) 
-го, и будеть разсмотрёнъ въ конр®, 


Дфинть», Еайяи корни уравнен1я 


*- = хе +. Е. х? - В,5х +. 1,8 =0. 


Увы видёли въ предьдущеыъ пркиёр, какъ вычисляются кооф$1- 
цзенть (логарифми) уравненай от (1) ло (К 1}-то, а потому ог- 
раничимся адёсь только тёыъ, что выпипеит эти урзвненАя. 


Иывемъ: 

х* - 0,55286д° +, 0,85329х*- 0,98942х + 0, 25527 6... (1) 
^х*.- 0,18909х° - 0,78862х*+. 1,66811х +. 0,51054 #0... (2) 
х* +1,16694х* + 2,27478х*+. 3,34415х +. 1,02108 =0.. (3) 
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х* - 8,20828х° - 4,468621*+. 6, 687895. + 2,04216=0., (4) 
х* +. 4,92781х°+ 9,38609х?+. 13;37578х * 4,08438 =0.. (5) 
24+ ©,36200х8+ 18,27748х*+ 26,7Б156х + 8,16864=0.. (8) 
х*+ 18,18462х2+ 35,99378х7+ 58,50312х +16,33728 =0 , .{7) 
х*+ 25,56658х°- 69,48210х2+107,00624х +38,67456 =0. .(8) 
#°+71,14999х°- 142,537375*+214,01248х +65,84912 =0 . .(9) 
х*+148,22916х°+285,42874и"+438,02496х+130, 69824 = 0. .(10) 
к*+286,;35850х*-571, 45789х*+856,04998х1261,39648 = 0. .(11) 
х*+572,7804318+1142, 47661х*+1712, 09984х+522,72296 = 0.(12) 
х*+1145,56015х*--2284, 79283х*+3424,19968х*1045,58592=0, (13) 
р. Р. Ра Р. 
х*+2291,12030="“ + остальные члены удваивашея. ‚ ., (14) 
Принииаенъ 13-0е (по нашния обозначеняиь КАГ -09) уравне- 
ие за предёльное 
Завоь К=ла, сл®вовательно 
ю= Из 2" = 1024.4 = 4096. 
Факъ какъ Р, есть колеолющйся коэффиненть, то, согласно 
общей теор1и (прелположене 2-06), иыбемз: 
40928 
Р, за, 
+928 32 
Ра. ы 2. 
4096 4006  влое 
Р., "а. э, г ‚ 
откуда 
1оаР, 
това, | = тай = 0,27968; |а,| = 1,8040. 


106Р. - 
ое О = 108% = 0,2715 
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10а - 10ЕРа 


4058 = 1|а,| = 9,41928 


[а.| = 0,2626, 


Зля опредфленфя знаковъ вешественныхь корней составим та- 
бличку значенай Ё(х) при к =0, 1,2. 


Отсюда видно, 910 корни х, в х, суть положительнья числа: 


1,9040 
х, = 0,2626 


№ 
в 
в 


+01 
Комплексные корки пусть будуть ге . 


Логарифиь модуля ыы знаемъ, со для опредёлен1я аргумента 
кыбемь равенство 


107 
85 эх +х + Згсо80, 
откуда 
108 (2г6050) =..0,14609 
и далбе 
фо соб = 9, 56691, 
= 68°' 21° 7" 
Яапишемъ наша корни вЪ вид 
#91 . : 
ге = Г 6050 + 1х 8119 


и определим Г с959 иг $1109: 


г 0050 = 0,69997 = 0,7 
-Р 3100 = 1,7636. 

Следовательно сопряжевняе корни. даннаго уравневАя Суть:. 
0,7 + 1,1,76838. 


Для провфрки точности нашихъ. вызислевАй замбтииь, что 


#(к) = (6х* - 13х +. 3)(5х? - 7х + 18) 


Нывеыз:. 
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При точном в вичислен1и Найдениво © ревульнаты _ 


108 х, = 0,27978 9, 27968 
108 х, = 9,41936, › 9, 41928, 


Кохмнаевсные корни будуть слёдуюи!е;. 


о + В, 
ГД 
10 и = 9,84510 (выше 108 0,7 = 9,84506): 
108 В = 0,24638 — (выше 108 1,7836 = 0,24689). 


Случой ‚Я Дв8 пары сопракенныхь корней. 
Пусть вещественные корни будут®:. 


- а.) - ал, - аз инея ара 


& комплексные 


тогда функц1я Р(х) разложится на иножители слёдующимь об -: 
разоит: 
2(ж): =, (жа, )(и+а,) .... (хнар_, Ух +2кг 050 +. г?) 


2 2 
.(х? +. 8х7,2050, + га). 


боставляя уравнен1я (1), (2) ит, в,...... мы дойдем». до 
{5+1 )-по. 


к) = фа) (ина): 4. (нат (2 +: ЭкгИсовив +. :25), 


| 2ю п-4  В- ы 
Ик + аях, 60800, + г, = (ох аа, 7 “рай а, +... 


в в | в [ 
... ча, И +. #3 (2г сов + Эг, с05Ш0,) + 

Зв 2т [А п Эт 
+ (+. +4т Г, ©0300 с0500;} + х(2г Г, 0300 +. 


+ ры г. оеови, ) + ры =. 


Сравиен1е козффицентовь въ Л8вой и правой частяхе дветъ: 


|: ш | 
К, = да, + 2г 0510 + 8г, с05щ0, 
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ви | Е: | 
Е, = да, а, + (2 0800 + Зе, совиб,)5а, + 


Е: ап ия 
+ то +. +4Г к, 00808 совиб,). 


г 


Ш в 
8. = 5, а; а, + (то ©0508 + 2 <0зш, За а + 


31 Г ши ры 
+. (гот, +4 г, с6880 созиб, )5а. + 


и 20 
+ (г г.. совб +. ры р со5н, }'. 


ююшш р! . № пппш 
К. = 28, а, а, а, + (Зк 0510 + 26, сози@, да, а, а, + 


‚ 2 21 шш и ш 2 
+ (Гог: + 4т Г, с08н0 созы@,)ба, а, + акти Исовиб+ 
Зи п и 2в 2в 
+27’ г, 6080, ба, кок, ит. д.... 
ани иаа инь нение елена вика кланы, ана, 


Относительно модулей ги г, сдёлаенъ изоколько. предположе- 
АЙ и зат®мъ выведемъ для этого случая общее  заклизен1е, 


1-0е предполонен4е, Предположнит, что 


ра > [аа | > [82| > инь № При |. 
Чогаа 


Гы [зов + асовио, (-18)" + 5] =. [8} 
= з 


8 . 
8, = хат В +. св" +. 460519 сова, (12) +(Всовшб + 
ы 2 
+ 27а) совив, (ВТ + 5-21)" 6-9] 2148]. 
г г г х 


К = „28 г [росы + "] = (9:. 


К = 2 = [1+8]. 


. А: 
К: = ;28 г. а; [1+8], ит, д, 


Предёфльное уравнен1е будет» такое: 


па 2и п-2 
ы г к 


28 20 0-— 
х + [0]х + пр, 


+ ее 
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25 2 п 10-5 28 Зы в Ш 0-8 
+г г ах гот 2 а Хх + ИТ. Де... 0, 


Отеюда находимт: 
105К., 
ее 


=1 
28 от 


Тов - Ток». 


пов 


лова. = 10а, Рич, Дуьььа 
Относительно знаковъ вещественвыхт корней соблюдается пра- 
вило случая 1-го. 
Для опредфлен\я аргументовъ комплексныхь корней поступаемъ 
сафдующинь образоиь 
Изь уравнен1я (1) имеем: 


А, = а, + 2е ©9050 + 9,6089, (о. [*) 


3е А0=* 
взявт теперь отвошен1е - 


— , вай : 

ги айдемт 
А . 35088 „20050: (жь) 
Ап х т. 


1 
пд 5-— есть сумма обратныхт величин корней, 
а. 


Изв уравнензи {*) п (**) можно спредфлить соё @ п соз 9,, 
послВ чего комилеконые корна найледн. 


2-ое предположен1е. 
о аа > ты [ар не > ар. 


Въ этомЪ ©луч2%, какъ нетрудно убфлиться разсужден1яии, по- 
добкини предыдущим, предёльное уравнен1е будете; . 


Ю п- Зи 1-е Зи в п- 9-4 
х + [9х чех че ах + [9,]х + 
30 п 2 0-5 3 ши 2 м 0-6 
та, г, Хх +г а г, ви + ит. д.,, #0. 


3-е предполокен4е, Сифлэавиъ еше предисложен{е: 
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а: > кг, > [а на, > 1ад.4|. 


Предёльнсе уравнен#е будетт: 
в Ш п п-а | -- — 
+а х + {0} х нае [9+ 


ш 2ы 21 0-5 в 2 26 в п 
+9.г г х а га, х ит... #0. 


Общее заключен1е. При сувествован1и двухь паръ сопряжен - 
выхт корней въ уравневляхь (1), (2)..,, (К+1)-омъ появляются 
‚два колеблющихся коэффийента, причехмт, вычитая изъ логарифма 
коэффишента слёдующаго за колеблющимся логарифиь прелшествую- 
щаго ему и деля на Вш, получаемт логарифиь соотвфтствующего мо“ 
дуля; аррументъ же опредёляется изъ уревненай (**) и (*). 


Исключиивльние случаи. 
1°. положимь, что уравнен{е Ё(х) = О иметь два корвя, рав-. 
ныхЪ по абсолютной величине: 
1. = 1а,|. 
Тогда въ поедфльномь уравнения коэффицзенты будуть ея дую- 
ще: 


и и 0-1 20 п-= 20 в юз 2 и в 0+4 
х +88, х +а, х +а а, х +а, аа х +... 


Въ самомь д%л8: 


К. = база Ё + 82" хай [2+9], 
1 


` 


К, ева вр к а? Пе 2-8)" + 34-29)96-85) 8] 
2; 2, а: 


228 [148] ит. день, 
Заыётииъ, 4970 въ этомз случае 
1088, = 1068 + и1ов[а, | 
1088, - 108К..= - 1088 + и1оя|а, |, 
т. 6, вторая разность меньше первой на 0,60206 {21052). 


2 
фар я о фа,Г = а, 


1; е; три корня равен по абсолютной величина; 
Предёльное уравнене будет»; 


| Ш и-2 
х +3а, х + За. х ча, Хх +а, а, х + 


2, а а; х + ньннь 


За®сь 
108 К.. = 109 8+ и 14а, | 


108 К; - 08 К. = м 10а, | 

108 Е, - 108 К, = и 10в[а,| - 108 3, 
т. 6. изъ трехъ первых разностей каждая слёдуюная разность 
меньше предыдущей ка 105 3 = 0,4771218. 


3%, 
г = [а.|, 


равсмотримь произведен1е 
| [1 Зв 
(ха, ){х° + Зе сознбх +в); 


эго предельное выражене будете: 


ь [1 шв За п 2 
х + х*(а, + 2г совиб} + х(2а, г созв0 вр таг. 


Отешда паходныт, что 
коэффиизевть при. хе = г (1+ 260819) = [6] 
коэффинзенть при х = га {2созпо +. 1) = [9] 


т. ©, имфеть ту особенность, что два послёдовательныхе коэ6ф1- 
цента оказываются колеблюцииися. 

47. гаг,, прачеыь 9.не =,0,. 

Имвемь 


2 
(= +. а совибх + г 8) (хе + 2 совид :х + :2®) = 


= (Это сони + гаеозио , ) + мы + га ы 


юш ю 2 
+ 4т г, 00500 совшб,) + х(2г г... сови0 + 


21 п 20 в 
гг. сово,) гг, 


Предфльвыя значення коаффиифентовь будут: 
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пря 5. ст (260510 + 2сово,) = [01 
О. а + 460500 с0зшб,) = [9], 
хе кт асовао + 360810.) = [8},; 


предёльное хе уравненйе обратится въ твкое: 
хе + [9] + [91,х*° + (91,5 + с. 


Особенность этого случая та, что три посаёдовательныхь ко- 
эффин1ента оказываются колеблющимися. 

„Мы не отанемт подробно останавливаться На ИСКЛЮЧИТеЛЬНЫХЬ 
случаахъ;  заывётииъ только, что они вт значительной степени 
умаляють достоинство способа СРЁЁфе, Къ ведоотиткамь его. от - 
носятся также накопленле ‚ошибок при дВйотвТяяь съ логарифыа - 
ми, Зато онъ давть сразу всф корни. 


----00000000---- 
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/ “ РЛАВА 11. 


АЛРЕВРАИЧЕСКОЕ РАЩЕНТВ УРАВНЕВТЙ 3-ЕЙ И 4-ОЙ СРЕПЕИИ, 


$1. 


0бъ алзебраическонъ Ришенфи уфавненаа, 
Найтк алгебраическое рёшен1= уравнен1я 
+ а,х +... * аах + ар = 0, 


козффипентн котораго буквенные и считаются независимьии пере- 
ыёниыии, значитт, найти для воёхь корней евражен1я черезь ко- 
э$финтенть помошь алгебраическихь функпай, т. е, помощью дй- 
стВ1й сложен1я, вычитен\я, умножен:я, дблев:я, возвышеня въ 
стекень и извлеченя корня, повторенныхь конечное число разт. 

В® алгебр доказано, что такзя рёшенуя можно найти только 
для уравненАя степени ве выше 4-ой, а для уравнек1й степеви. 5- 
ой и выше - невозиожко, 


$2. 


Алзебфаииесков рпиензе урфавненй 3-ей степени. 


Способ Ниойве. ПоложиыЪъ, что намъ дано уравнен4е 3-ей сте- 

пени в общем вид: 
ах: ках на, = 0, 

Помощь простой подстановки можно достичь исключеная козф- 
фиплента пря х?, 

Въ самомь дёлф, полагая 

хак+у, 

гдё К - неопрелёленная пска постоянная, к подставляя это вна- 
чек} 6 х вф уравнен1е, получимъ: 


(унк)® ча, (у + К) + а, (ут К) ча, = 0, 


кли 
у + у (ЗК а, }` +. (ЗК? + ай + а.) + К° + 


=. 45- 


+ ак как + а, = 0, 


Приравнивая пулю коэффицзенть при у*, ямвемъ услов16 для 
опредёлен1я К: 


зк+а,= 0, 
откуда 
928 . а,. 
каж Е. 
Е 
Итакт, полагая 
а, 

х=- 5 +. у, 


мы придемь кз уравнен1ю вида 


Представим теперь у в вил 
узачу, 
148 изъ двухъ перемфивыхь пи у одна ножеть бить выбрана произ- 
вольно, а другая опредфлится нъ зависииости отъ нея 
Подставляя у = и + у въ уравнек!е, получим 
09 + 3 + З0?у +. Зуй +. р(цех) + 90, 


или ие + 8 наз (и+ У) {35 + р) = 0, 


Одну зависимость между ии У можно вазначить произвольно, 


Пусть 
За раб, еее (1) 
Тогда, въ силу уревненая для у, получится . 
и + 9 аа 0 увез но . ". (8) 
Взъ (1) вибемъ 
7-35; 


подставляя ро (8}, нахолвиъ 


откуда 


Куре ®ВЫСИЕЙ АЛГЕБРИЕ проб, 1. А. Адамова. ^ но 
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а =1. 
= 1 3 п. 2п 
2; 26 = - 5 +1 5 = с08 = * 1 84а 5. 
21 3 5 2® 2к 
Е = = - 10 = 
звзе 5 5 08 р 4 зп 5 


Савдовательно п иымфезтъ шесть различных значений, и т так- 
же мифеть шесть соотвётотвенныхе значенай: 


Введвмь так1я 


, 
- „Е 
8 4 87 


Пользуясь этныв обозкаченаяыми и имёя въ виду, что шесть 
значея1й о получаются слёлуюшииь образомт: 


# 
оз 


ея ВТ 
211 
ее: ЕО 5 
-211 
4 уе Пе 
Знакз при 
= еее. в ЗТ 
[1 -Ы 21 
2% 8 
а 57 -.. бо. ме 
, 21 
ии ве, 


ия мокент написать энечен1н корней уравнен1я въ такомъ вид%: 


У: = 4+8 


У» = 
Уз. = 
у. = 


уз = Уз 


Уз = У2 


В Эти выражен1я получаются изъ общей фориулы для у: уу 


узиту я = 
1 Го 

58 +-А - - = 

с ^ 1 4‘ 


Изъ ряда значен1й у видно, что значев1я у,, у, п у, оказы- 
ваются совпадеющныя со значенаяии у, у, и у», и слёдовательно 
ничего воваго не дают. 

Значеная же 


3 
: 


Уз =. 
суть корви уравнен1я (формулы Кардана}. 


1-5й случой, Положимъ, что . 


4 р 
яя > 0 


иде 
4р* + #274? > 0. 


Въ этомъ случа уравнен!е имфетъ одинъ звивственный корень 


и два комплексных. сспряженвыхт, 
Въ самомъ д%лё В и В оказываются вещественныйя, 
Предотавиръ д 2: 
8 ‚ -85 


ё ие 


въ вид8 


Я сов 2" анна а Ра 
ез #50 З а --з 5 
зайдень 
ууА+В _ 
1 у3 
2-5 {А+В) +1 и (4-В) 
1 
Уя-5 (А+ву - 4 (А-В): 


у. - вещественный корень, ву; и у» - коиплеконые сопряжение, 


2-0й случай. 


и пр < или 40° + 3747 <0 
4- 27 ° 


ЗдФсь ныфемтъ три вешественныхь корня, различьнхе между со- 
вой, Дайствительно, обозначим 


2 Е] 
ра 9 
4 27 
Тогда 
= 81, 
я слёдорательно 
а = Е: ха 
в = И: - м. 
Положимъ 
4 
зи 8 
5 6089 
$ = в зо 


х опредёлимъ на основание этихъ соотношеяай г, 3150 и 5050. 
Возведя въ квадратъ с6& чаотн того я пругого равенства и 
сложиве почленно, получиме 
2 
- + 52 = га, 
& подставив сюда выбето 5* его эначенле,. навдемъ 
2 2 з 


9-9. 4. 


4 8 27 › 
ОТКУДА 
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и-Е 


(г число вещественное, такт какт р < 0, что видно прямо изъ 


2 з 
услов1я 7 * 5 < 0, которое невозможно ври р > 0). 


Лалве 


бчитая 5 >. О,мы будем имёть 5109 > О и, слёдовательне, 9 
будеть в$ Т-омъ квадрант&, если с050 >.0 (9 <0), и во Т1-оы% 
квадрант®, ебли с058 <0 (920). 

„Когда ги 9 извжотны, то 


— я 


‚г (6050418416 ) = рес =. 


= 
и 


-———- -= 381 


7 (6030—15419) в уг, 2%, 


хто .--— 
г—- ы р 
ур = - = зр-Е 
ИГЕ И 
орки уравнен1я будуть вт тригонометрической форый: 


И: - 5 
у.. =, уг (оф же В) жур 2009 : =. | : ‚298 5 


е:) 
и 


праченъ 


з— 9+2 
“1. р „доов "М = 8 В. $05 = 


} — 5-2 [ 9-2х 
) = соот =2|/ = ‹ 08: З 
@6)з-ы случай, . 5 


Въ этохъ случай з 
в=в- [/- , 


сябдовательно 
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81 -81 
и С ‚/ а 1 
уу, = -2 @ че) = - а-я 


Лримть»®. Рёщить ураввенле 


248. - 5 -х+1 = 0. 
Подотановкой 


5 
хх 6 +у 
приводиих его къ виду 
Е 89 
у = 0 
такъ 910 31 29 
р - 18? 772 
--5- Е 
81 
т -7 (55) › 
о: 
со = 8 - 39 1 
г 54 °г 


105 г = 9,902550 
108 созб = 9,82748 


=. 47° 461" 
аа, ВЫХ она 45° 55° 27", 
2 =" о Е 


Таким ОбразОмъ 


Е 
у: 2 2 Е: соз 15°`65' 27'', 10&1у,| = 0,25157, 
у, = + 1,7847. 


„-- 2 р 45° 56 27", ловНу,| = 0,1494, 
— у = - 1,3383. 
У =- И 510 14° 4' 33'', 1051у.| = 9,65454, 


уз = -0,45138, 
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и такъ какъ 5 
х=+у= 0,8333 + у, 


то корни нредложеннаго уравнензя будуть 


х, = 2,6180  х, = -0,5 „= +0,8820. 


53. 


Алзебфаическое фпиензе уфовявная 4-ой спепеми 


Спосовъ Г,Веггах:. Для рёшен1я ураввеная 4-ой степени, об- 
щ1й видъ котораро 
+ а, 5% + ах тах та, = 0, 
Реггаг? предложиль слёдуюнзй способъ 
Представииь это уравненте вт вид® 
8. 
(х2 +5. +8)2 + вх” + ах + а, 
а» = | о, 
- 1х — 2х? — аах - в 


гд# и гёкоторое, пока веизвсотное число 
Перенеся въ написанномъ уравнен1и вой члевы, кромз лерваго 
въ правую часть, получинъ 
2 
а. а 
(х? тя +. 8) = =" (т - в. + 28) + х(а,а-а,) чи*-а,.(*) 
Опредёлииъ теперь х такъ, чтобы правая честь била полннму 
квадратом. 
Мы зкаемф, что квадратное уравнен16 
а? + хх +с=0 
прелставляеть полный квадоат®, если выполнено услов4е 
Ь? = 4ас. 
Слёдовательно, для опредёленая а будемт иибть услов1е 
я 
а: 
(ай - ав) = (8* а ) са, + 24). 4, 


которое оказивается уравненлеит 3-вй степени, относительно. в, 
Рацивъ его помощью формулы Каррана, найдем для ® ис крайней 
ы#р8 одно вещественное вначен4е. ° 

Принявз а = в», введемт его въ уравнене (*). 

Тогда правая часть обратится вт точный квадрате линейной 
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Фузкиа (вх + 2, 
* уравнев{е (*) перепишется въ вид® 


(и + 5 + 60) = (Вох +6:)2 


вл а . 
ы ое кроя + ао)° — Бок + = 0, 
что предотавляетъ собою систеху двухъ уравнен1И: 


0 


хи ве нод + (во нь) 
х*й + <: — Боя +. (в. - В.) =, 0, 


ЕзЪ эту двухъ кводратнихе уравнен\й находимь четыре кор- 
яя, Они булуть выражаться черезъ коэффииленти даннаго уравне - 
з5н посредством квалратнихь и кубичныхе корней. 


Ярнжярь 1. Рашить уравнежне 
. 2% + 4х? - 718 - 4х +10. 
Иыдемъ . А 
(я + 2х +в)? = 4+ 448 + #* (4420) +. 4х + 07; 
складывая съ данныит ураввензеыъ, сокрацзенъ въ обжаяхь частяхь 
по х* +. 418 н перевоснит - 7х” - 4х + 1 вх нравую часть 


(2 + 2х на)? =, х2(11 +. 28). + 4а чан -1.. (+) 


Травая часть представляет полный кведрать линейной функ - 
и1и вой услов1и 
4(1 нк)? = (11 + 2%) («2 - 1), 
которое тождественно выполняется при б = - 1 {обв части его а6- 
ращаются въ нуль). При о = - 1 уравнен1е (*) даетъ 
{хе + 2х - 1) =. 9х", 
откуда 
+ к-та 3х, 
Орно квадратное уравнен{е 
х2 + Хх -1=.0 
давть корни 


х: =} (729 -5), Хх» 


в 
, 

ааеь 
З 
© 

+ 

<л 
© 


другое квадратное ураввен1е 


х-х-1 


# 
о 


дветь корне 1 . — 
ж=р (И5 +1), хиа- 5 8 -\. 
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Такимъ образом» предложенное уравнензе 4-ой степени ныфеть 
вс 4. коркя, вещественные, 
Принтръ 2. р®шить уравнен1е 
х* + 2х8 + = +. 2х +4=0. 
Представим его въ вид®: 
(хе ка) + : х2 + к + 4 
- —а — Зах - &' = 0, 


- Зах? 


Или 1 
(хехе) = х? (20 - реа - ни. 


Для опредёлен1я .‹ поставииъ услов1е 


шея - "9 


92 - жет = 29° - 


а -0. 
Подетавивъ въ наше преобразованное уравненфе выёсто © его 


вначен!:е, найлему 1 
{хе +х)? = - 1 х? - 2-4, 


или й 
(ие + к)* = - С х+2}*, 
откуда й 
хх = +4 с х+2)?. 


рыфемв два квадратныхе уравнен1я 


же + (1 ржа =о 
| ГИ 
+ (1 к +21 = 0. 


Рацая ихф,. получинъ изъ перваго 


па тт 11 Е 7 
=-- - Е 24 =-= -+ — 1 = 
АИ а 16 24° ЗЕ 18° 2: 


Т.Я, И уз +в РЕК -в 
24° 8. 8 


Подотавивъ выёсто 1 вЪ это виражен1е - {, получим рфшензе 
2-го уравненфя. 

Такимь образомт всё четыре корня предложеннаго уравнея]я 
будут: . 


дет И в |, И в 
р 8 4 8 

м Ё——— 

и Ут +в |; 1. И Е в 
ы 8 8 |4 8 

1. И я +6 |1, И 538 -6в 

х. = 2 - 1 —— 
8 .в 

д: |1 + 1_ И 8 -в 
“ 8 4 ` 5 


-—— 06000005 


= 155 - 


РЛАВА 91. 


КРАТИТЯ СВЗДЗНТЯ НЗ$ РРОРТИ ОПРЕДЗЛИТЬЛЕЙ. 


#1: 


Ероисхожден4е опредплителей 3-0 порядка и способа ихф вы-. 
численфя, 
Положиив, что мы имфемъ онстему трехъ уравнений первой оте- 
пени съ тремя нензвьстными х, у, 2: 
ах + Ву вс, я м 8, 
ах + Бу +, 2 = 8, 
ах + Ву нот = 4,, 
Рёшивь эту систеку, мы найлемъ слёлуюи1я выражен1я для х, 


ЕВ 
у" да д5 
х=-— = -—- 2= 


ду д 2 


Гл 


2:6 23+. а,В.С,+. 2,6, С, 


- а: 65с,- а26,с.- а,в2с, , 


ва выводится изЪ А замёною буквъ а, 8,, а, соотвфяственна ва 
а., а,, 9,, АБ выводится изъ А вамёнов Ь,, 0,, 6, ва а, @,,9,, 
и, ваконець, Вс - заывною с,, с, # с» ка Ч., Я», 4». 

Выражене Д називаетоя опредфлителема 3-го порядка системы 
трехъ линейныхь уравнен1й оф тремя неизвфотныыи, и обозначает 
ся такъ: 


а. В: с: 
22 В с» = А. 
аа Ба С» 


Чтобы составить дАйствительное значек А по его сииволя - 
ческоиу обозначен!к,  чужнс написать” полвостье символическое 
обовначензе опредёлителя и враписать кт вену справа первие два 
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столбна такимъ образомъ 


Затфиъ, перечеркиувь буквы сплошными и рунктирными линфями 
по дАаронели, какъ указано, написать произведен1е буквъ но три 
перечерквутахь сплошными линфями со знакоиъ +, а перечеркиу - 
тыхь пуктирными со энаксмъ -. 

Торда ин получимь:. 

2.5.63 + а.6,с, + 2,6. С, 
= 4, 
—- 2.656, - а,0.6, - в,6, с. 

Буквы, входяш1я въ составъ опредёлителя, называются его 
злемевтеин, - здйсь у насъ девять элементоет, 

Вуквы а,, 6., с, составлять 1-ую строку, 8,., а, а, -пер- 
вый столбець и т. д, 


52. 


Разложенае опребплителя по зленентакт какой-нибудь строки 
или столбуа. Итиопофыя свойства,. вывобимия изъ эпихъ разломв -. 
ий. 


& 
Разложить опредёлитель по эментамь 1-08 строки - значить 
написать ого въ такомъ виде 


А = в, (6,05 - Бо, + В, (вс, — ас.) +. с, (а,В, - 2,5), 


вынеся ва скобки въ кахждыхь 2-хъ иденахт элементы 1-ой строки. 
Разложить А-по элементаыъ 1-го столбца - значияъ написать 
вго в® вид: 


А =. 8, (В.С: - Вос») +8. (Бас. - Васы): +. 2. (Ве, — ВС, ), 


вянеся за скобки въ каждой парй членов элементы 1-го столбца 
изъ этих разложен1и вытекають слёдующ1я свойства. 
1°. Опредфлитель равенъ нулк, еслн вс% олементы какойчни - 
будь строки влн столова равны нузю 
Наприифръ, пусть аа = зо, #0, 
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тора и 
А = О (из$ 1-го разложеная). 


Точно такъ же, если 


ча = а, + 0, 
тоя 
А = О (изъ 3-го разложеная). 


2°.. опредьлитель равенъ вулю, если соотвётственные элемен- 
ты двухъ отрокъ или двухь отолбцовь пропорифональны. 

Въ соыомЪ дёлё,. предположимъ, что элементы 2 - ой в З -ей 
строкъ пропори{ональны, т. е, что 


а ь с 
а оса а 08 
ы ь. ба 


Стоюда слфдуеть, что 


Ь,с. - №6, #0 
2:с, - @а.60. = 0 
а, - 2,6, = 0 
и потому, каке вядно изъ 1-го равдожёная 
& =. 0... 
ъ 

Напримар 1 2 а 
24 |0, 
З 6 с 


что бы ви означади буквы а, №, с. 

3°'. отъ перестановки двухъ строкъ или двухт отолбцовъ ол = 
редёлитель ийняеть только знакъ, 

Переставимь элементы 2-ой и 3-ей строкъ и наравн® съ прех-- 
виыъ опредёлителеме: 


а. № в г. №. 2: 
мотри 

а, Ь, с, | за ПАаомотрны га, В, о, | А, 
НОВЫЙ: . ь 

а. В ба а. = Са 


Разложивт опредёлители Аи А, по элементаьь 1-ой строки 
будемъ яывть 


А = а, {6.05 - Вэс2) + 6: (236: - агбв) * сз(в26з - 2365), 
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А ва, (6:6ь - 056, + В, (256. - 256.) + с. (азЬ» - 2,63), 
откуда видно, что 
4, = А 

Подобныит образомъ, переставивъ элементы 8-Го и 3-го столб- 
повт и ревлоливъ вновь полученный опредйлитель и опредёлитель 
А ло завиензамь 1-го отолбца, докажемв ‘тотх же результате, 

4". Воли всё члены одной строки или одного стоябца бпредй- 
лязеля содержать иёкоторый общфИ множитель, то его можно выне-. 
сти за знакъ опредёлителя,: т, 6. 


ва; №. 26, .. В с 
а, 9. 52 = пора В, 
Е Бэ [| 28 №5 бы 


Действительно, разлокиве лёвый опредёлитель по элементаиь 
-ой. строки, имвемт: 


ив: (6а6ь - Вс.) + 6, (02а; - са.) + шо, (а,б, = 2,6.) = 
= п. [а в.в. — Ве.) + 6, (с:8, - ва} + с, (в.в, в.в, = 
= П.А. 


5°”. Веди члены, какой-нибуль строки или отолбна опредёлите- 
„дя предатавляюся-квхдый суммою двухь олагаемыхт, 10 опредёли- 
толь можно заивийть офуною двух орредбдителей, приченъ въ: од- 
воз войдуть первыя слагаемыя, & в друромт.- вторня слагаения 
на Чёхъ иботахь,. Рдё суммы этихф слагаемяяь отояля въ первока- 
чальномъ опредёлитела, т. а, 


р. : +1 1 1 


ара вЫ +8 Ва. 5: с, 
2 5 с. р 2, В». ба ы 
2 Ьз 6. 2: В. с. 
ао!" 
+ а. В: 0: 


аботвительно, обозначим: первый опредёличель через. А, а: 
ВРОрой и трех -. через А* а А*'. ‘Напиоавь. раздоженае  вобиле 
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трехъ опредбяителей по олементемт ихт первыхь строкь, ‚будем 
имВТЬ:: 
В 
= (ана + (ны + (че) 


"= ыы кар 


о 14 тт 


а ам ыы, 


(= Вс, = 60, № = са, - е,а,, Р=а,В, т 2,6,), откуда 
сраву. видно, что рр 
=. 

8, Опредёлитель не изыфняеть своей величины, если къ оле- 
ментамь какого-нибудь столбце. (строки) прибавить соотв тозвен- 
ные олёменты другого столора (етроки), умноженные ва одно я-то 
же число, т. е, 


а. В, ©, атт2,, В, +06,, С.С, 
А = а» В с, = =. ь» с 
а. в с, 25 Ь. 55 


Диствительно; по`овойству 5° послёдн1й.опредёлитель ра - 
венъ. сумы? дЕУХЪ опредёлителей 


па», 06 5, 
А+ а. В, 05, 
В В 


нов» послёднемь опредфлителе эзементы 120й в 3-0. строки иро- 
порцуональны; повгому‘- по свойству 29... овъ равень.-нулю, ‘и, 
олёдоввхельно, правый опредвлитель ‘приводится к. А. 


=) $8. 


Увлоезе необходимое и Востапочное для тоф0, чтобы: вистемо 
прехь. линейных: обнофодныхь уфавненуй импла: фпионя, отличныя 
отъ вумя. 


Чеииаь рецения веспредвленной. системы. 


ак Ву сай =. 0 
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525 +. 6„у + С, =, 0 


отличныя отъ нулевнхь рёшенай (0,:0, ©) опредёаяются равен — 


СтВВыиИ;. 
х 


5.2, - Ь.с, 


и 
(=) 


дДоназатвльстео. Положимъ, 910 Е ве 
Раздфливъ предложенныя уравнензя на 2, находинъ 


х у .. 

а. +. 6; += 0 
у 

+ 5, + ся 0. 


Унноживт первое изъ этихь уравнен1й ка Б›, а второе ва - Ъ, 
и сложивъ, найлемъ 


х 1:5. -. В.С, 
2 2,6. - 2,0..” 


откуда 


2 
а.6, - а,5.. 


Вс три отношен1я оказываются равны и, слфловательно, лем- 
на доказена. 


Теорене. Услов1е необходимое и достаточное для того, чтобы 
система трех линейныхь однородныхь уравнензй съ тремя нев - 
взотными имёла рашен}я, отлизныя оть рёненай -(0,:0,:0), заклю- 
чается въ равенствь 

у А =.0. 


Положимф,. что мы иивенф систему 


ах +В, +-0,2 = 0 
арх НЦьу + 6,8 = 0 
ах Бу + с.Е = 0. 


На оспоранфи леммн, называя черезъ ^ общую величиву напи - 
санныхе тамъ 3-хъ отношензй, получим слёлующзя 06щ1я выраже - 
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в\я для рёшен1я первыхъ двухь уравнений 


=, (6. — „с: 
У = А(с:а'- сре.) 
=. А(а.6, - 2,6): , 


причемь ^ не = 0, такъ какь рёшенйя. (0,.0, 0) исключены, 

Для того, чтобы эти общая выраженая удовлетворяли З-му ура- 
внен\ю, необходныо и достаточно, чтобы результать подотазовзи 
ихъ въ уравнеие 3-ье ‘равнялся нулю, 

Имвемъ 

х[аь 6 ,с» - 6,6, ): +. В. (са, - с,а,)` + вь{а, 6, - 
- 2.6, = ад. 
Мы полагаемь, Что Л не =. 0; олёловательно Д = 0. 


Сапдсте1е, Для того, чтобы система 3-хъ уравненуй .с$ дву- 

мя неизвёстныии 
вах + ву нос, = 0 
а, т в, во = 0 
5у 


а.х + усе о 


име общая конечныя рёшен1я (оыла совийстною], необходиио и 
доствточно, чтобы А = 0, 


дДокеэстелъеяво, ’факь какз Хи У.- конечныя, то, обовначивь 
х . р У 
(а! у =. =’ 
узы заключаеит, ято 5 не ‘можеть быть нулеиз, 
’ введа въ данныя уревнен:я значения хи. У и умноживт в6 #5, 


мн прихудимъ кф условфю предыдумей теоремы, 


. Дриипре. При кекихь звачен1якь 6 система - 
35+ уфа = 4 
2х - у .. д = 4% 
бх + Зу--- 68 +8 


допускаеть рёшен1я для х, у, 2, не равния одновремевно во три 
нулю, 


`КУро% ЧВУСНЕЙ АЛГЕБРЫ" проф. 44, ддажова. а. 11 
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{3-к+у- 2 0 
2х + (-1-у+2=0 
5х + Зу +. (-6 -в=4, 

заключаем, иа оспованфи вывеустановленаой теорвыы, что спре- 


А$литель 


| 1 -2 


Развертивзя этотъ опредёлитель, имфемъ 


Арн Бо пиву, 
(3-1) 2+0) (6+8) + 5-1 - 100%) - 3(3-6) + 2(640) = 0 


Собирая подобные члены носл& перемёны знака, находныь ку- 
сяческое уравнен1е 
3 +4 - м-в а, 
которое инфетъ рапаональный корень № = 2 


1 4 -10 412 


1 6 а 
Лва другихъ корня принадлежать квадратному урзвнен1ю 
уз +а 
и будуть += -3 +7 


Итак, предложенная вами система допускаеть рёшентя для х, 
у 3 керавныя одновременно нулю, лишь при олномъ изъ трехъ 
звачен1й & 
$2, 1=и7-3, №=- (ИТ +8), 


$4. 


Пеометричес? 4 Я приложенаяь 


1°. вывести услов1в, при которомь три точки лежеть на од - 
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ной прямой (въ цлоскости), 
Положим, чло вти точки будуть 
№ (ж, %°, М (ка, У,), М. (кь› 5.); 
& прямая, на которой онб лежать 
Ах + Ву+О = 0. 


Такф какъ точки лежать на прямой, то координаты ихъ уковле- 
творяють урарнен1ю этой прямой. 
Июдемъ, слёдовательно 


Ако; + Вус. + С 
Ах, + Ву, + С 
4х, +. Ву, +С = 0. 


Эта система допускветь для А,.В, С р®шен1я, отличныя отъ 
(0, 0, 0), такъ какъ иначе не существовало бы прямой, а потому 
по теосемв 83+ 


2%. Вывести услев1е, при которомъ 3 прямыя проходять че - 
резъ одну точку, ` 
Пусть намъ даны уравнензя трехъ прямыхь 
Ах +Ву +6 = 0 
Ах + Ву + С, = 0 
Арх + Ву + С, 9. 


Эта система трехь уравкен1Й допускаеть общее конечное рё - 
< шенёе отвосвтельно х иу, в потому согласно слёдетвАю теоремы 


$3 инземъ 
А В № 


8, 8, | а 0. 
2 В С 
3°’. боставияь уравнен4е плоскости, проходящей черезъ три 


давныя точки, и вывести услов1е, при которомь четире ханныя 
точки лежать в$ одной плоскости 
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Пусть коорлинаты трех® данныхь точекъ будуте 
Мо (ко» Ус» 20}, `Ы. (>, у,, #.), М. (х», У», 2.). 


-ЕаписавЪ общее уразнен1е вофхь плоскостей, проходяшихь че- 
рез точку Мо(ло» Ус» 5) 


&(х-хо): +. В(у-у,) + С(2-): я, 0 


подотавны въ него вифото х, у, & координаты двухъ друрихь то- 
чекъ М. и М... 
Получаснъ 
Аха-ко) * В(у,-у) + (в, ) = 0 
А(хь-ко) + В(у2-Уо) +. С(а,-в, } = 0. 


Факъ какъ буквы 4, Ви С, опредёлявиня этой системой (8-хх 
уравнен1й) должны быть не равны нулю вс® одвовременно, то со- 
гласно теорем 83 должно существовать равевство 


хо» У-Уз› 2-20 
Х:-Хо, У -Ус» 21-0 = 0. 
Ха-Ко,  Уз-У, бабе 


Это и есть уравнен1е искомой плоскости. 
Въ самомь двл®: | 
1). разложивЪ опредёлитель по элементам? 1-ой отроки, пелу- 
зинъ уравнеийе 1-ой стелени относительно х, уи п; сявдова - 
тельно это уравнен1е изображаеть плоскость 
2) Эта плоскость проходить черезъ точку М (хо» Уь» 26), 
тавъ какх при 
х7%, УТУ, 2= 0 
элементв нервой отроки обращаются вх нуль и по свойству 1-ому 
$2 озыъ опредблитель тождественно равен нулю, " 
3) ‘Точка м.(х,, У., 2.) лежить въ этой плоскости, текь какъ 
при 
хаях,, уу, в=2: 
первая строка совпадаеть со второй; слёдовательно по свойству 
2-му $2 опредфлитель тождественно равенъ нулю, 
4} Точка М,(х,, У», 8»): также декитф въ этой плоскости, что 
доказцвается такз ке, кавъ и’ для точки М. (х„, Уд, 2.) 
Отсюда мы перейдемт ке услов1ю, при которомт. четыре данныя 
точки ‘лежать вЪ одной плоскости 


=. 165 = 


Это услов1е для точекъ 
(ко, Ув» 15), (Ха» У» 2,» (5. У» 0), (Жа» Зв, 


мы получимъ, подставляя въ уравнен\е плоскости, проходяцей че- 
фезъ первыя три точки, координаты четвертой точки 

ЯХа-Ко Угу бабе 

Х-Ко  У:-Уь 25 2-0 


2-1 — У2-Уо 


или иначе 
Я. -Ко У.-У5 2-25 | 


ХХ У:-95 12-20 = 0, 


Хао  Уз-У 25720 


такъ какъ перестановка строкф сойласно свойству 3-ну 82 мёня - 


еть только знакъ опредёлителя. 

4°.. Выражен!е для объема тетраодра по координатаме его 'вер- 
ШиНЪ- 

Полокимъ,;, что намъ даны координаты четырехь вершинъ тетра- 
эдра Мо, М:ь Ме, М» (см, чертеят). 

Так какь объемъ равевь 
нулю, когда четыре вершины 
лехатт зЪ одной плоскости, 
то, воспользовавшись преды- 
дущинь результатом и на - 
звВАВЪ этотъ объемъ черезя У, 
мы можеиз представить его 


таке: 


ХК 9%. 2:26 


9 = Сс Хата.  Уз-Уо ро 


Хь-5 Ув” 


Опреджлимь значен1е постоянной С. Пля частвего случвя 137- 
риалов, когде коориинатк вериянь ° 
(9, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 


нетосрелственно кивенф (сы, чертеж): 


& во предыдущей форчул® 
1 0 [о 

Ест 0 с, 
о | 1 


такъ какъ опредёлитель равенъ 1. 
Сравиивая полученныя выракенуя объемовф, вахолииъ 
1 


с = — 


Итакъ 


Х.—* У, -Ус 


т = в кк У: 


28-Х  Уз-Ус 


причемъ знаки # выбирать такъ, чтобы { выходило чиеломъ поло- 
жительниыь (У> 0). 

оедыдукее виражен:е для объеха обыкновенно виводится 69 
1%6е стротимь, но я 6с1%68 длининыиь разсукден1еы®; ВашЪ гЫвОДЕ 
очень кратк1й, допускаеть слну нестрогость - ме не локазывавм® 
410. С должно бить абсолютным постояннымт: С могло бы зависть 
сть координать вершинъ тетравдра 


---*70000000900----- 
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